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226 Suites vectorielles et réelles définies par une
relation de récurrence u, ., = f (u,). Exemples.
Applications a la résolution approchée d’équa-

tions.

I - Suites récurrentes

1. Définition et premiéres propriétés

Définition 1. Soit E un ensemble. On dit qu'une suite (u,,) d’éléments de E est récurrente
d’'ordre h € N* si on peut écrire

Vnz=h, u,.,=fW, 1, ..., U,_p) (%)

oi1 f : E" — E et les premiéres valeurs i, ..., u;,_; € E étant donnés.

Exemple 2. On considere la suite numérique (u,,) définie par

VneN, u,,, =5u,,, —6u,

etona,
vneN, u,=2"-3"

Exemple 3. On considere les suite numérique (u,,) et (v,) définies par

Uy =0 i
{ 0 etVneN, v, =[] u

1+u
VneN, u,,, = 5 k=0

Alors, pour u, = cos(f), on a

B 0 in(@
vneN, v, =[] cos(—k) _ _sin®)
k=1 2 2n sin(z%)
donc
I B sin(0)
Jim_v, ==
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Application 4 (Formule de Viete).

2 1 1 1 /1
—=\/=x\|=+=/=x%...
/4 2 2 2Y\2

Exemple 5. La suite de fonctions polynémiales (P,) définie par récurrence par :
Pyiz—1,P:z—z etVn=1,zP,:z— P,_,(z) —P,,,(2)

est une suite bornée si et seulementsi z = +1.

Théoreme 6. Soit (E, d) un espace métrique compact. Soit (#,,) une suite de E telle que
d(u,,u,_,) — 0. Alors 'ensemble I" des valeurs d’adhérence de (u,,) est connexe.

Corollaire 7 (Lemme de la grenouille). Soient f : [0, 1] — [0, 1] continue et (x,,) une suite de

[0,1] telle que
{xo €[0,1]
Xpe1 = f(x,)

Alors (x,,) converge si et seulement silim,,_,,  x,,,; — X, =0.

2. Récurrences classiques

Soit K = R ou C. On fixe (u,,) une suite récurrente d’ordre 1 définie par u,,,., = f(u,) ou f : K — K.

Définition 8. — Si f est une translation (ie. f est de la forme f : x — x + b ot b € K),
alors (u,,) est une suite arithmétique de raison b.

— Si f est linéaire (ie. f est de la forme f : x — ax ol a € K), alors (u,,) est une suite
géométrique de raison a.

— Si f est affine (ie. f est de la forme f : x — ax + b ou a, b € K), alors (u,,) est une suite
arithmético-géométrique.

— Si f esthomographique (ie. f estdelaforme f : x — 22 ot1 g, b, ¢, d € E et ad— bc #

cx+d
0), alors (u,,) vérifie une récurrence homographique.

Proposition 9. (i) Si(u,) est arithmétique de raison b, alors Vn € N, u,, = u, + nb.
(ii) Si(u,,) est géométrique de raison a, alors Vn e N, u,, = a" u,.

(iii) Si (u,,) est arithmético-géométrique et si 1 —a # 0, en posant r = (1—a) 'b, on a
VneN, u,=a"(uy—r)+r.

agreg.skyost.eu

[FGN3]

[ T60)

[1-P]

[Gou20]

p-207]


https://agreg.skyost.eu

[DEV]

3 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurr- ...

Proposition 10. Supposons que (u,,) vérifie une récurrence homographique. On consideére
I'équation

fX)=x < cx*-(a-d)x-b=0 (E)
Alors :
1. Si (E) admet deux racines distinctes r; et r,, ona Vn € N, -2=1 = " 201 gy | = 22017,
Up—Ty Upg—T2 a—ryc
2. Si (E) admet une racine double r,onaVneN, ——=——+knouk = <.
n o—T a—rc

Remarque 11. Ces formules permettent de décider s'il existe un rang n tel que le dénomina-
teur de f s'annule, auquel cas les termes ultérieurs de la suite ne sont pas définis.

. 2utl g . .
Exemple 12. Pour la relation u,,,; = ;’"ﬂ ,I’équation (E) admet +1 pour solutions, donc
u,+1 _ Anup+l *

u,-1 ug—1-

3. Suites récurrentes vectorielles

in [GOU21]
Proposition 13 (Déterminant circulant). Soient n € N* et a,, ..., a, € C. On pose w = e [p-T53]
Alors
a, a; ... Gy
o ) p)
a j=0
a, a, .. a
ouP =Y la.x*.
[1-P]
Application 14 (Suite de polygones). Soit P, un polygone dont les sommets sont [p-359]
{zo1, -1 20 »}. On définit la suite de polygones (P;) par récurrence en disant que, pour tout
k € N*, les sommets de Py, sont les milieux des arétes de P.
Alors la suite (P;) converge vers l'isobarycentre de P,.
II - Outils pour étudier les suites récurrentes
1. Stabilité de I'intervalle et continuité
Soient I < R un intervalle de R. On fixe (u,,) une suite récurrente d’'ordre 1 définie par u,,,., = f (u,,) [ANTRT]
ouf:I—-R.
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Théoreme 15 (Caractérisation séquentielle de la continuité). En reprenant les notations
précédentes, une fonction g : I — R est continue si et seulement si pour toute suite réelle
convergente (v,) € I N dont on note ¢ la limite, g, — /.

n—+oo

Corollaire 16. Si une suite récurrente d’ordre 1 (dont on note f la fonction) converge vers ¢,

alors f(£) =¢.

Exemple 17. La suite (u,,) définie par u, € [—%, %] etvVn=1, u,,, =sin(u,) converge vers
0.

Proposition 18. (i) Sif est croissante, alors (u,,) est monotone et son sens de monotonie
est donnée par le signe de u, — u,.

(ii) Si f est décroissante, alors (u,,,) et (i,,,;) sont monotones et leur sens de monotonie
est opposé.

Exemple 19. La suite réelle (u,) définie par récurrence par :

1

Uy € 0,1[etvn=0, u,,; =
2—\/u_n

est une suite qui converge vers 1.
. Equation caractéristique

d’ordre h si
VREN, Upip=ap_yUpipy+ "+ Al ()

2
Définition 20. Une suite (u,,) a valeurs dans C vérifie une récurrence linéaire homogéene
ouda,...,a, €C.

Proposition 21. Si on note ry, ..., Iy les racines du polynéme caractéristique de (*) (de
multiplicités respectives a;, ..., aq), alors I'ensemble des suites vérifiant (*) est 'ensemble
des suites (u,,) telles que :

u, =P (mn"+--+P,(mry

ou Vi€ [1,q], P; est un polyndme de degré strictement inférieur a «;.

Exemple 22. Soit (u,) la suite définie par Vn € N, u,, = au,_, + bu,_,. Son polynéme
caractéristique est P = X? —aX — b.
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. Si Padeuxracines distinctes r; et r,, alors Vr €N, u, = Ar{" + ur,” ou A et u sont tels
que uy=A+petu; =An+un.

. Si Pauneracine double r, alors Vn € N, u,, = (An+u)r" ot A et u sont tels que u, = u
etu; =A+pr.

Exemple 23. Soit (F,) la suite de Fibonacci définie par F, =0, F;, = letVn = 2, F,

F,_,+F,_,.Alors, e r
7))

VneN,F,

Exemple 24. La suite (u,,) définie par u, =1et u,_ ., = u,, — u,,, est a termes positifs si et

1- \/'

seulement si u; =

3. Développement asymptotique

Définition 25. A toute suite numérique (u,) ony associe sa suite (v,,) des moyennes de
Cesaro ou
1 n
VneN, v, == ) u
n -

Théoréme 26. Si (u,,) converge vers ¢ € KK, alors sa suite des moyennes de Cesaro converge
vers . On dit que (u,,) converge au sens de Cesaro.

Proposition 27. Soit f une application continue définie au voisinage de 0* admettant un

développement asymptotique en 0 de la forme f(x) = x —ax® + o(x%),outa >0et a > 1.

Alors pour u, > 0 assez petit, la suite (u,,) définie par u,,,, = f (u,) pour n € N vérifie

1

(na(a — 1))@

u, ~

Exemple 28. Si f = sin et (u,,) est définie par u, € [0,2n] et VR €N, u,,; = f(u,), ona
I’équivalent en +o0 :

3
u ~ —_
" n
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Proposition 29. En reprenant les notations précédentes, on a, pour i, € ]0, ’2—’],
L \/? 3V3In(n) _ O(In(n))
" Vn 10 nyn ny/n
[FGN3]

Exemple 30. On définit (u,,) par uy e RetvVneN, u,,; = u, + e “», on al’équivalent en

In(n) (ln(n))
u,=n+ +o0
2n n

+00:

IIT - Applications a la résolution approchée d’équations
1. Point fixe et itération

. . o [DAN]
Théoreéme 31 (Point fixe de Banach). Soient (E, d) un espace métrique completet f: E — E

une application contractant (ie. 3k €]0,1[ tel que Vx,y € E, d(f (x), f (y)) < kd(x,y)). Alors,
dlx e Etel que f(x) = x

De plus la suite des itérés définie par x, € Eet Vn e N, x,,,; = f(x,) converge vers x.

f:E — Etelle que
Vx,yeE,x+y = d(f(x),f() <d(x,y)

alors f admet un unique point fixe et pour tout x, € E, la suite des itérés

Xp+1 = f(xn)

converge vers ce point fixe.

DEM
Application 33. Soienta,b € Ret f : [a, b] — R dérivable, strictement croissante et telle que [@]}

fla)<0,f(b)>0et0<m<f'(x)<Msur[a,b].Onpose ¢ :x — X — A%f(x). On considere
I'équation :
fX)=0 = px)=x (E)

Alors :

(i) (E) admet une unique solution x et pour tout point initial x, € [a, b], la suite des itérés
(x,) définie par Vn e N, x,,,, = ¢(x,) converge vers x.

(ii) Lavitesse de convergence est estimée par la suite géométrique (1 — A—"}[) :il faut que les

| Théoréme 32 (Point fixe dans un compact). Soit (E, d) un espace métrique compact et
‘ bornes m et M soient proches.
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Remarque 34. Cela marche aussi dansle casou f(a) >0, f(b) <0et—-M < f'(x) <-m <0
(il suffit alors de changer f en —f).

Définition 35. Soient J un intervalle fermé de R et ¢ : I — I une application de classe €.

Soit a € I un point fixe de ¢.
— Si|¢'(a)| < 1, on dit que a est attractif. Si de plus ¢'(a) = 0, a est superattractif.

— Si|¢'(a)| > 1, on dit que a est répulsif.

Proposition 36. On reprend les notations précédentes et on considere la suite des itérés
(x,) (avecxgeletVneN, x,,; = ¢(x,)). Alors :

(i) Si a est attractif, (x,,) converge a une vitesse géométrique :
|x, —al <k"|x,— al

(i) Siaestsuperattractifet @ est 6> telle que |¢"| < M sur I, alors la vitesse de convergence
est hypergéométrique :

| 1< 2102
X,—al<—
" M
(iii) Si a estrépulsif, il existe i > 0 tel que ¢;;,_j, 4. ,; admette une application réciproque
(p‘l définie sur ¢([a — h, a + h]) et le point a est attractif pour (p'l.
Exemple 37. Soit f : x — x* —4x + 1. On pose ¢ : x — ;(x* +1) et on considere
fxX)=0 = px)=x (E)

Alors (E) possede trois solutions réelles a, < a, < as telles que :
— a, €]-2,5;-2].
— a, €]0;0,5] et a, est attractif.

— as €11,5;2[.

2. Méthode de Newton

Théoréme 38 (Méthode de Newton). Soit f : [c, d] — R une fonction de classe €? strictement
croissante sur [c, d]. On considére la fonction

[c,d] — R
4 _[w
X — X e

(qui est bien définie car f' > 0). Alors :
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(i) a € [c,d] tel que f(a) = 0.
(ii) Ja >0telque I = [a — a,a + a] est stable par ¢.

(iii) La suite (x,,) des itérés (définie par récurrence par x,,,; = ¢@(x,) pour tout n = 0)
converge quadratiquement vers a pour tout X, € I.

Corollaire 39. En reprenant les hypotheéses et notations du théoreme précédent, et en
supposant de plus f strictement convexe sur [c, d], le résultat du théoréme est vrai sur
I =la,d].Deplus:

(i) (x,,) est strictement décroissante (ou constante).

- "(a) 2
(ii) x,.,—a~ gf,(a) (x,, —a)” pour x, > a.

Exemple 40. — On fixe y > 0. En itérant la fonction F : x — % (x + %) pour un nombre
de départ compris entre c et d o1 0 < ¢ < d et ¢* < 0 < d?, on peut obtenir une
approximation du nombre \/f

x2+1
2x—1

obtenir une approximation du nombre d’or ¢ =

— Enitérant la fonction F : x —

pour un nombre de départ supérieur a 2, on peut

1+\/§
— -

Exemple 41. La méthode de Newton appliquée a la fonction x — x* — 4x + 1 dans le but
d’approximer ses zéros donne :

X, —2 0 2
X -2,125 0,25 1,875

Xy —2,114975450 | 0,254098361 | 1,860978520
X3 —2,114907545 | 0,254101688 | 1,860805877
Xy —2,114907541 | = x5 1,860805853
X5 =X, =X,
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3. Généralisation a R™

Théoréme 42 (Méthode de Newton-Raphson). Soit f : Q — R™ (o1 Q < R™ est un ouvert)
de classe €' telle que f (a) = 0. On suppose que df, est inversible. Alors il existe un voisinage
Udeadans Qtelquep:x — x — (dﬁc)'1 (f (x)) soit bien définie sur U et la suite des itérés
X, = @(x,) converge quadratiquement vers a.

Exemple 43. On considére le systeme

X2 +xy -2y =4
{ (S)

xe*+ye’ =0

-2
On pose X, = (0 2) etA(x,y)=Q2x+y)(y+1eY —(x—4y)(x +1)e* ainsi que:

)

(p(x)_(x) 1 ((y+1)e3’ —x+4y)(x2+xy—2y2—4)

y y _A(x,y) —(x+1e* 2x+y xe*+ye’

. el X Dot .
Alors la suite des itérés (X)) = ( ”) converge vers 'unique solution de (S) eton a:
n

n| x, Yn

0| -2 0,2

1 | —2,130690999 0,205937784
2 | =2,126935837 0,206277868
3 | —2,126932304 0,206278156
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6

FIGURE 1 - La suite de polygones.
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