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221 Equationsdifférentielles linéaires. Systemes d’équa-
tions différentielles linéaires. Exemples et appli-
cations.

Dans toute la suite, K désignera le corps R ou C.

I - Généralités
1. Définitions

. . . [GOU20]
Définition 1. Soient 7 € N*, E un espace de Banach et Q € Rx E” un ouvert. Soit F : QxR" — p-373

E une fonction.

— On appelle équation différentielle une équation de la forme

y" =F(t,y,y,...,y" V) (%)

(ie. une équation portant sur les dérivées d'une fonction.)
— Toute application ¢ : I — E (o1 I est un intervalle de R) n fois dérivable vérifiant :
() Veel, (t,ot),...," V(1) € Q;
(i) Vtel, F(t,@(1),..., 0" V(1) = ™ (1);
est une solution de (). On note %, I'’ensemble des solutions de ().

— Une solution ¢ : I — E de () est dite maximale s’il n'existe pas d’autre solution
w :J — E (o] est un intervalle de R) de (*) telleque I =], [ + J ety = ¢ sir I.

— On appelle probleme de Cauchy de (*) en (¢, X, ..., X,,_;) larecherche d'une solution
@ : I — E de (x) vérifiant

Vto € I, (p(to) = xO, 000 ,(p(n_l)(to) = xn_l

Définition 2. Toute équation différentielle sur K" d’ordre p =1 du type
YP =A, () YPD 4+ Ay ()Y +B(1) (L)

(ou A,_y, ..., Aq sont des fonctions continues d’un intervalle I de R non réduit a un point
dans ./, (K) et B: I — K" est une fonction continue) est appelée équation différentielle
linéaire d’ordre p.

Si de plus B = 0, alors (L) est qualifiée d’homogene.
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Définition 3. Sin = 2, on parle de systeme différentiel linéaire. Si 7 = 1, on parle d’équation
différentielle linéaire scalaire.

Remarque 4. Léquation (L) précédente peut aussi s’écrire :

!

Y 0 I, 0 .. 0 Y 0
Y’ P : Y’ 0
: =| : SRS 0 S S
g 0 vee .. 0 I, : :
y(P-b A) .o o A @) \Y?PTD B(1)

Ainsi, nous avons ramené I’équation différentielle linéaire (L) d’'ordre p a une équation
différentielle linéaire d’ordre 1. Donc, pour cette raison, on peut se limiter a I’étude des
équations différentielles linéaires d’ordre 1.

2. Structure de 'ensemble des solutions

[DAN]
Théoréme 5 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Soient A: I — .4, (K) et B: I — K% deux fonctions

continues. Alors Y, € I, le probleme de Cauchy

{W:Amy+3m
Y(t)) =y

admet une unique solution définie sur I tout entier.

. . [GOU20]
Remarque 6 (Version linéaire d’'ordre p). Soient A,_,, ..., A, des fonctions continues d'un p-378
intervalle I de R non réduit a un point dans .#,,(K) et B : I — K" une fonction continue.
Soient X, ..., X,,_; € K". Alors, V¢, € I, le probleme de Cauchy
YP =A, ,()YPV + -+ 4,(1)Y + B(1)
Y® (t,) = X, Vke[l,p-1]
admet une unique solution définie sur I tout entier.
[ROM19-
Exemple 7. Considérons I'équation y’ — y = 0. Comme la fonction nulle est solution maxi- 1]
male, il s’agit de I'unique solution qui s’annule sur R. fp. 402
Corollaire 8. Lensemble des solutions d’'une équation différentielle linéaire homogene [%]

d’ordre p défini sur un intervalle I est un sous-espace vectoriel de €' (I,IK") de dimension
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Corollaire 9. Soit (H) 'équation différentielle linéaire homogeéne associée a une équation
différentielle linéaire (L) et soit 1} € #;. Alors ¥ = Vj; + F, et ¥ est un espace affine de
méme dimension que ..

3. Wronskien

Définition 10. Soient V}, ..., V, n solutions d'une équation différentielle linéaire homogene
(H) définies sur un intervalle I. On appelle wronskien de V;, ..., V, 'application

W 1 - K
VooVl ™ det(K (D), ..., V(1))

Exemple 11. Soient v, ..., v, p solutions de y = a,_, (1)y®~" + --- + a,(r)y définies sur
un intervalle I (ou1 Vi, a; : I — K est continue). Alors

0 A ()
Viel, Wy,,...v,) (1) = :
I () MR 1)

Exemple 12. Soient u et v deux solutions de y" = a(t)y’ + b(t)y définies sur un intervalle I.
Alors
Vtel, Wy, (&) =u(®)v' (£) —u' (t)v(e)

Proposition 13. Le rang de n solutions d’'une équation différentielle linéaire homogene
W (1),...,V,(t) estindépendant de ¢.

Corollaire 14. Soient 1}, ..., V, n solutions d'une équation différentielle linéaire homogéne
(H). Alors (V;, ..., V,) est une base de .#}; si et seulement si 37, tel que Wy,

Proposition 15. Soient V}, ..., V, nsolutions d'une équation différentielle linéaire homogene
(H). Alors Wy, v, estsolution de I'équation différentielle linéaire homogene

Y' =trace(A)Y

et pour tout #, élémentde [, onaVt €I, Wy, v, () =Wy, v (L) exp(ftf) trace(A(u)) du).
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IT - Résolution

1. Cas d’une équation différentielle linéaire scalaire

Proposition 16. Les solutions d'une équation différentielle linéaire homogéne scalaire
y' = a(t)y sont proportionnelles a ¢ — e oi1 A est une primitive de a.

Corollaire 17 (Variation de la constante). Soient (L) : y' = a(t)y + b(t) une équation diffé-
rentielle linéaire scalaire et A une primitive de a. Alors,

F={t = 1AV | V(1) = b(p)e ™V}

Exemple 18. Lensemble des solutions de I’équation différentielle (L) : y' + y = sin(t) est

in(t) — t
yL:{tHMwe-weR}

2

Exemple 19. A cause du principe de “recollement” des solutions, la seule solution définie
surRde (1 -2y’ + ty = 0 est la fonction nulle.

2. Cas d’un systeme différentiel linéaire

Proposition 20. Soient V}, ..., V, n solutions linéairement indépendantes d'une équation
différentielle linéaire homogene (H): Y' = A(t)Y. Alors,

n
yH:{Z/,ll‘/l|/ll€K}
i=1

Corollaire 21 (Variation de la constante). Soit (L) : Y' = A(¢)Y + B(¢) une équation différen-
tielle linéaire. On note par (H) le équation différentielle linéaire homogene associée. Alors,
siV,...,V, sont n solutions de (H),ona:

n

S = { A OV 1Y A(0)Vi(e) = B(t)}
i=1 i=1

Exemple 22. Soit (L) : y" = a(t)y’' + b(t)y + c(t). On note u et v deux solutions de I'équation
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différentielle linéaire homogeéne associée. Alors,

M +pu'v' =c

Mu+p'v=0
S = {t — A u(t) +p)v) | { }

Exemple 23. On considere I'équation différentielle (L) : y" + y = tan(t). Alors,

S = {t — acos(t) + Bsin(t) —cos(t)In (tan(% + %)) la, Be R}

3. Cas ou les coefficients sont constants

Définition 24. Soit A € /,,(K). On définit

+oo Ak

et =expd) =) —
i=o k!

I’exponentielle de la matrice A.

Proposition 25. Une équation différentielle linéaire homogene (H) : Y' = AY (ou A € 4, (R)
est constante en t) a ses solutions maximales définies sur R et le probleme de Cauchy

Y' =AY
Y(0) =y
a pour (unique) solution t — ey,.

Remarque 26. En reprenant les notations précédentes, si K = R, on peut réduire A dans C
puis écrire les solutions de (H) sous la forme ¢ (#) + ¢ () (o1 ¢ est une solution complexe
de (H)).

Corollaire 27. On consideére une équation différentielle linéaire homogene (H) : y™ +
ap_ ¥V + -+ ayy = 0. On factorise Py, le polynéme caractéristique de I'équation dans
0

k
Py=X"+a, X" '+ +ay=[X-r)™
i=1

Alors,

k
Sy = {t -y e’ifP,-(t)}

i=1

ou les P; sont des polynomes de degré < m,;.
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Exemple 28. On considere I'équation différentielle (H) : y" + ay’ + by = 0. Soient r; et 1, les
deux racines de Py dans C.

— Sin#n, FH=1{t— e +ue™" | A, uecC.
— Sin=n,F={t - At+pe | A, peKk}.

4. Quelques autres techniques de résolution

a. Abaissement de 'ordre

Proposition 29. On considére une équation différentielle linéaire homogene (H) : y" =
a, ()™ V + - +ay(t)y. Soit @ € F, alors f = g est solution de (H) si et seulement si

n (n n-l{p_1
Yl gk P =a, ) gk P+ v a (g )
=ilk =k

ie. g’ est solution d’'une équation différentielle d’ordre n — 1.

Exemple 30. Soit ¢ une solution de (H) : y" = a(t)y’ + b(t)y, alors f = g¢ est solution de
(H) si et seulement si2g’¢’ + g"p = a(t)g'¢.

b. Utilisation des séries entieres

[0 ]
Proposition 31. Soient 4y, ..., a,_, et b des fonctions a valeurs dans K développables en ® 11\]/[ .
série entiére sur un intervalle ouvert ] — R, R[ (R étant un réel strictement positif). Soient [p-407]
Yo --+»¥p-1 € C. On considere le probleme de Cauchy :
yP =ay@)y +-+a,,()yP ™V +b(1) (%)
®(0) = Vke[o,p-1
Y0 =y efop-1]
Alors () admet une unique solution développable en série entiere sur | — R, R|.
Exemple 32. La fonction sin: R — [1, 1] est 'unique solution du probleme de Cauchy
y'=y
y(0)=0
y'(0) =1
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Application 33. La fonction f, : x — (1 + x)* ol @ € R\ N est développable en série entiere
de rayon de convergence 1 et

n

Vx E]_l,l[,fa(x) =1+ Zoo a(a—l)(a—n+1)x

n=1 n!
III - Etudes qualitatives
[GOU20|
Lemme 34 (Grénwall). Soient ¢, v,y : [a,b] — R* continues vérifiant V¢ € [a, b], y () < 397
o@) | [Lw(s)y(s)ds]|. Alors,
t t
Vtel, y(t) <p(t) +f @(s)w(s)exp (f w(u)du) ds
a S
Corollaire 35. Soient ¢,y : [a,b] — R" continues et vérifiant Ic = 0, V¢ € [a, b], y(t) <
c+ [To(s)y(s)ds. Alors,
t
Vtela,bl],y(t) <cexp (f @(s) ds)
a
Application 36. Soit g : R* — R} croissante de classe €". Alorsles solutionsde y" +q(£)y = 0
sont bornées sur R*.
R s 1rx . ; . [P-387
Théoreme 37 (Floquet). On considére 'équation (H) : Y' = A(f)Y ou A: R — C est une
fonction continue et T-périodique. Alors, (H) admet une solution V non nulle telle que
INeCVEeER, V(t+T)=AV ()
R . . , N T [p—408)
Théoréeme 38 (Massera). Sil’équation Y' = A(¢)Y + B(t) (ol A et B sont T-périodiques)
admet une solution bornée sur R, alors elle admet une solution T-périodique.
IV - Applications
1. Résolution d’équations différentielles non linéaires
397

Application 39 (Equations de Bernoulli). Soit (B) : y' = a(t)y + b(t)y® (ot a € R\ {0,1}). On
posez=y'"“etona

(B) < zZ'=a(t)z+ b(1)
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Corollaire 40 (Equations de Ricatti). Soit (R) : y' = a(f)y? + b(t)y + c(t) qui admet pour
solution particuliére ¢,. On pose y = ¢, + z eton a

(R) < (a(t)p,(t) +b(t))z + a(t)z?

qui est une équation de Bernoulli.

Exemple 41. Les solutions maximales de I'équation y’ +y + y? + 1 = 0 sont de la forme

2in V@ P q q 21
r—es + i définies que des intervalles ouverts de longueur 7

2. Stabilité

Application 42 (Théoréme de stabilité de Liapounov). Soit f € €' (R") telle que f(0) = 0. On
considere le probleme de Cauchy
{V=fw)
¥(©0) =y
Si toute valeur propre complexe de df, est de partie réelle strictement négative, alors Yy,

suffisamment proche de 0, la solution maximale y(¢) est bien définie et converge vers 0 en
+00 a une vitesse exponentielle.

3. Ftude d’équations fonctionnelles et matricielles

Application 43. Lensemble des fonctions f : R} — R vérifiant V¢ > 0, f'(¢) = f (%) est

I'ensemble des solutions de I'équation différentielle linéaire homogene t?y” +y = 0.

Lemme 44. Soit |.|| une norme d’algebre sur .4, (C), et soit A € .#,,(C) une matrice dont
les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative. Alors il existe une fonction
polynémiale P : R — Ret A > 0 tels que [l e[| < e A P(¢).

Application 45 (Equation de Sylvester). Soient Aet B € .#,,(C) deux matrices dontles valeurs
propres sont de partie réelle strictement négative. Alors pour tout C € .4, (C), '’équation
AX + X B = C admet une unique solution X dans .4, (C).
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