1 Lemme des noyaux

Lemme des noyaux

On montre par récurrence le lemme des noyaux pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie, et on applique ce résultat pour obtenir un critere de diagonalisation.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n = 1 sur un corps commutatif K. [Govz1]

[p-185]
Théoréme 1 (Lemme des noyaux). Soient f € £ (E) et P = P,... P, € K[X] (les P; étant

supposés premiers entre eux deux-a-deux). Alors,

k
Ker(P(f)) = @Ker(P;(f))

i=1

Démonstration. On procede par récurrence sur k = 2.

— Pour k =2 :parle théoreme de Bézout, il existe U,V € K[X] telsque UP, + VP, = 1. Donc,
VXE€E, (UP+VR))X)=WU ) e LNX)+ V(e P(X)=x (%)

Soit x € Ker(P, (f)) nKer(P,(f)).Ona:

(%) xeKer (P, (f)aner(Pz(f)) 0

xX=WU) e AN+ V()P (f))X)

Donc Ker (P, (f)) nKer(P,(f)) = {0} : la somme est directe.

Soit maintenant x € Ker(P(f)). Par calcul,
P(NOUP(f)x) = UPP))x)=WU([)P(f)x)=0

ie. UP,(f)(x) € Ker(P(f)). Deméme, V P, (f) (x) € Ker(P, (f)). Par (x), x € Ker(P, (f))+Ker (P, (f)).
Donc Ker(P(f)) < Ker(P, (f)) @ Ker (P (f)).

Etsi x € Ker(P, (f)),
PIx) =@, (e B()x)=E() e A()x)=0

donc x € Ker(P(f)) etKer(P,)(f) < Ker(P(f)). De méme, on montre que Ker(P,) (f) < Ker(P(f)).
Comme Ker(P(f)) est un espace vectoriel, on a bien I'inclusion réciproque.

— On suppose le résultat vrai & un rang k = 2. Montrons qu'il reste vrai au rang k + 1. Ecrivons

P=Q,Q,avec Q =P, ...P,,Qy = Py,
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2 Lemme des noyaux

Les polynémes Q, et Q, sont premiers entre eux, donc le cas k = 2 permet d’obtenir :

Ker(P(f)) = Ker(Q, (f)) ® Ker(Q,(f))

k
= (@ Ker(P;(f ))) ® Ker (P, (f)) par hypothese de récurrence

i=1

k+1
= P Ker(Z,(f))
i=1
ce que 'on voulait.
O]
Application 2. Soit f € Z(E). Alors f est diagonalisable si et seulement s’il existe P € K[X]
scindé sur K a racines simples tel que P(f) = 0.
Démonstration. Sens direct : Soient A,, ..., A les valeurs propres distinctes de f et E, , ..., Ey
les sous-espaces propres correspondants. On pose
P=X-1)... X =1 e K[X]
On peut appliquer le Théoreme/1]:
k
Ker(P(f)) = @Ker(f — A;idp)
i=1
e
-5 E,,
i=1
f diagogalisable E
donc P(f) =0 (et P est bien scindé a racines simples).
Réciproque : On écrit
P=aX-1)...X-Ap)
avecles A; € K distincts et a # 0. On peut encore appliquer Théoreme/l]:
E =Ker(P(f))
k
= PKer(f - A;idp) )

i=1
Notons I = {i € [1, k] | Ker(f — A;idg) # {0}}. Vi € I, A; est valeur propre de f et E; = Ker(f — A;idp)

n'est autre que le sous-espace propre correspondant. Par (x),

E=@E,,

iel

donc f est diagonalisable. [
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