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Extrema liés

Rédaction “propre” et la plus détaillée possible de l'existence et l'unicité des multiplicateurs de
Lagrange liant les différentielles de plusieurs fonctions sous certaines hypotheses.

2 N .2 . . . [GOUZO]
Théoréme 1 (Extremaliés). Soit U un ouvertde R” etsoient f, g, ..., g, : U — R des fonctions b337

de classe €'.Onnote' = {x e U | g1 (x) = --- = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum relatif
en a € I et siles formes linéaires d(g;),, ..., d(g,), sont linéairement indépendantes, alors il
existe des uniques 1,, ..., 1, appelés multiplicateurs de Lagrange tels que

dfa = Ald(gl)a toe Ard(gr)a

Démonstration. Soit s = n — r. Identifions R” a R® x R" et écrivons les éléments (x,y) de R” sous B34
la forme (x,y) = (x;,..., X5, 1, ..., ;). On notera également par la suite a = (a, B) avec a € R’ et
B € R". On a déja plusieurs informations :

— Déja, r < n, car les formes linéaires d(g;),, forment une famille libre de (R")*, qui est de
dimension 7.

— De plus, si r = n, la démonstration est triviale car (d(g;) ) je[1,] €St alors une base de (R")*.

Pour ces raisons, nous supposerons dans la suite r < n —1 (ie. s = 1).

Comme (d(g;)4) i1, €st une famille libre, la matrice

og; 0g;
((fjgcj(a))ie[[l,r]] (%(a))ieﬂl,r}])

JjelL,s] Jjel[Lr]

est de rang r. On peut donc extraire une sous-matrice de taille r x r inversible. Quitte a changer le
nom des variables, on peut supposer que c’est la sous-matrice de droite, ie.

det((%(a)) )#EO (*)
Vi ije[Lr]

On va appliquer le théoreme des fonctions implicites a la fonction g = (g;, ..., &,). Pour cela, on
vérifie les hypotheéses :

— gestdeclasse €.

— g(a,pf)=0car (a,f)=acT.

— La différentielle partielle d, g, est inversible par ().
Ainsi, il existe :

— U' voisinage de a dans R®.

— V' voisinage de § dans R".

— @ :U' — V' declasse €' telle que p(a) = BetV(x,y) e U x V', (x,y) eT < g(x,y) =
0 = y=0px).
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En d’autres termes, sur un voisinage de a, les éléments de I" s’écrivent (x, ¢(x)). On pose mainte-
nant u : x — (x,@(x)) et h = f o u. Par composition, # est différentiable en «a et

0 aextrenéumdeh dha — d(f ° u)a = dfu(a) o dua = dfa ° dua

En termes de matrices, cela donne :

0 I
. of of
_ —(a)) ( (@ )) ) o0,
0 (6xj jel,s] 9%; je[r] ‘P (CZ) ie[L,r]
jelLs]
T (@) + X laf (@) 52 (@)

(@) + X myf (@)5% ()

On aboutit a la relation suivante :

: of L of
Vie[l,s], =——(@+ ) —I(a )—( ) = (%)
axi Z1 ayk X;
Comme Vj € [1,7], gj(a,(p(a)) = gj(a) = 0, on peut aboutir de la méme maniere a la relation
suivante :

Vie[l,s],Vje[l, r]] (a)+ Z axk(a) =0 (o % %)

On considere maintenant la matrice M suivante :

of of
—(a)) ( (a))
(6)6' jell,s] uj jelr]

6g, gi
(@ Jiepn Wj(“))ie[u,r}]
Jjel1,s] jeli,r]

Par (x*) et (x * %), les s premiers vecteurs colonnes de cette matrice s’expriment linéairement en
fonction de ses r derniers. Donc rang(M) < r. Mais, le rang des vecteurs lignes d'une matrice est
égal au rang de ses vecteurs colonnes. Donc les r + 1 vecteurs lignes de M forment une famille liée.
Mais par hypothese, les r dernieres lignes sont libres. Donc la premiere ligne est combinaison
linéaire des r dernieres, ce qui se réécrit :

A, ..., A, eRtels quedf, = 1,d(g),+ -+ 1,d(g),

Lunicité est claire car (d(g;) o) e, €st une famille libre. [

Attention a la rigueur et a la propreté dans cette démonstration. On peut tres vite se perdre si l'on
va trop vite ou sil'on ne prend pas le temps de bien écrire chaque donnée.

Remarque 2. 1l parait que le jury n'aime pas beaucoup cette démonstration. Si vous la pro-
posez en développement, soyez stir de pouvoir en donner une interprétation géométrique :
grace a la condition d'indépendance des d(g;),, I est une sous-variété de R" autour du point
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a. D’autre part,

df, =1, d(g), + -+ A,d(g,), = [)Ker(d(g;),) < Ker(df,) (%)
i=1
En particulier, df;, est nulle sur N;_, Ker(d(g;),). Or, 'espace tangent en a a la sous-variété
{x prochede a | g;(x) = --- = g.(x) = 0} est justement {h € R" | d(g,),(h) = --- =d(g,),(h) =
03}.

Bref, la condition (*) exprime que df, est nulle sur le plan tangent a I en a. Ceci équivaut
aussi a ce que Vf, soit orthogonal a 'espace tangent a I' en a. Ainsi, la seule maniere de
rendre f plus petit serait de “sortir de I'”.
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