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On montre le théoreme de Weierstrass en faisant un raisonnement sur des variables aléatoires
suivant une loi de Bernoulli.

[G-K]

Théoréme 1 (Bernstein). Soit f : [0, 1] — R continue. On note P15

VneN*, B,(f):x— Y (n)f(k)xk(l —x)"k
i=o\kJ \n

le n-ieme polyndéme de Bernstein associé a f. Alors le suite de fonctions (B,,(f)) converge
uniformément vers f.

Démonstration. Soit x €]0, 1[. On se place sur un espace probabilité (2, «/,P) et considere (X}.)
une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi (x). Onnote Vn e N*, S, =¥/, X;.
Ainsi, §,, ~ $(n, x) et donc par la formule de transfert,

E|f Sn - i nf E 1 -x)"* =B, x)
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La fonction f est continue sur [0, 1] qui est un compact de R, donc par le théoreme de Heine; elle
y est uniformément continue. Soit donc € > 0,

In>0telque Vx,y€[0,1], |x—yl<n = |f(x)-f()<e
Ona,
1B, () () — f ()] = Q[E(f(%)) - f)|
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Comme E (S—,;’) = x, on peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
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Comme les X;. sontindépendantes et de méme loi :

s,y 1 1 x1-x) 1
Var (—) = —ZVar(Sn) =—VarX;) =——= —
n n n n n
En réinjectant cela dans (*), cela donne
201 f lloo
1B, ()(x) - f(x)| =€+ n?

qui est une majoration indépendante de x. Comme la fonction B, (f) — f est continue sur [0, 1],
on peut passer a la borne supérieure :

||f ||

1B, (f) = flloo = sup IB,(f)(x)—f(x)| <€+

x€[0,1]

ce qui donne apres un passage a la limite supérieure :

limsup |B,,(f) —flloo <€

n—+oo

—0 .
= limsup 1B, (f) - fll, =

n—+oo

— lim [1B,()~ [l =

Théoréme 2 (Weierstrass). Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que
a < b) est limite uniforme de fonctions polynomiales sur [a, b].

Démonstration. On va avoir besoin du changement de variable suivant :

_10,1] — la, b]
" x — a+Wb-a)x

Parle Théoréme la fonction f o ¢! est limite uniforme d’une suite de fonctions polynoémiales
(p,). Donc f est limite uniforme de la suite (p,, c @) ot Vn € N, p, o ¢ est bien une fonction
polynomiale car ¢ est affine. [
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