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Théoréme chinois

On montre le théoreme chinois et on propose une application a la résolution d’'un systeme de
congruernces.

Soit A un anneau principal. Soient r = 2 un entier et a,, ..., a, € A des éléments premiers entre RGHEET]
eux deux a deux. [p- 250

Notation 1. Pour tout i € [1, r], on note
;= n(“i) tA— A/(a,)

la surjection canonique de A sur A/(a;). On note également 7 = 7, _,,: A — Al(a, ... A,).

Théoréme 2 (Chinois). Alors:

(i) Lapplication :
A - Al(ay) x - xAl(a,)
P x Mm@, m W)

est un morphisme d’anneaux de noyau Ker(p) = (a, ... a,).
(ii) Il existe u,,...,u, € Atels que
Zr: u;b; =1
i=1
ouVie[l,r], b= ail eta=a...a,.

(iii) ¢ est surjectif et induit un isomorphisme ¢ : A/(a, ... a,) — Al(a,) x --- x Al(a,). On a,

__, Alla)x-xAl(a,) — Ala,...a,)
L), (x) = w (X xuby)

ol 7 est la surjection canonique de A sur le quotient A/(a, ... a,).

Démonstration. (i) On vérifie sans difficulté que ¢ est un morphisme d’anneaux (du fait que
les projections canoniques sur les quotients en sont). De 13,

Ker(p) ={x € A|Vie[l,r], m;(x) =0}
={xeA|Vie[l,r], a;|x}

={x € Alppcm(a,,...,a,) | x}
Mais, a,, ..., a, sont premiers entre eux deux a deux. Donc,
ppcm(ay,...,a,) =a, ...a,
et on conclut que Ker(¢) = (a, ... a,).

(ii) Supposons par I'absurde que b, ..., b, ne sont pas premiers entre eux dans leur ensemble.
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(iii)

Comme A est principal, donc factoriel, il existe un premier p € A tel que
Vie[l,r],pl|b;

Comme p divise b = a, ... a,, il existe i € [2, r] tel que p | a;. Mais, divisant b;, il divise a;

ot € [1, 7]\ {i}. Contradiction car a, et a;j sont premiers entre eux. La fin du raisonnement
est une conséquence directe du théoreme de Bézout valable dans les anneaux principaux.

Pouri,je[1,r] telsquei #j,ona

ﬂj(bi) = 7'[]-(0)

puisque b; est multiple de a;. Ceci permet d’écrire
r
i=

Donc, 7;(b;) est inversible dans A/(a;), d'inverse 7;(u;). Ainsi, soient 7, (x,),...,7.(x,) €
Al(a;) x --- x Al(a,). En posant

r
X = Z xiuibi
i=1

ona
nj(x) = ﬂj(xj)ﬂj(uj)ﬂj(bj) = ﬂj(xj)

donc ¢(x) = (m;(x,), ..., m.(x,)). Le morphisme ¢ est surjectif. Par le théoréme de factorisa-
tion des morphismes, il induit un isomorphisme

—_ Allay...a,) — Alla)) x--xAl(a,)
R 16 - (m@),...,7,(x))

et on a méme prouvé que l'inverse ¢! est défini par

— . Alla)) x---xAl(a,) — Allay...a,)
L), e () = (X, xuby)

]
Exemple 3. Le systeme [UI%IS]
u=1 mod3
u=3 mod>5
u=0 mod7

admet une unique solution dans Z/105Z : 28. Les solutions dans Z sont donc de la forme
28+ 105k avec k € Z.

Démonstration. On se place dans 'anneau principal A = Z. Les entiers 3, 5 et 7 sont premiers
entre eux : le triplet (1+(3),3+(5),0+ (7)) = (x; +(3), x, + (5), x5+ (3)) admet un unique antécédent
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par g~ du Théoréme[2} On a ainsi existence et unicité d’'une solution modulo 3 x 5 x 7 = 105. On
explicite une relation de Bézout pour 15,21,35:

Z1x35+ 6 x2L+(-6)x15=1

— W_J
=uUy :bl =Uy :b2 =uy :b3

Reste a calculer

3
@ '1+3),3+(5),0+(7) =Y x;u;b; + (105)
i=1

=1x(-1)x35+3x6x21+0x(=6) x15+ (105)
=343+ (105)
=28+ (105)

Les solutions sont bien de la forme escomptée. O

[ULM18]|utilise un autre algorithme pour trouver la solution. Le fait de chercher un antécédent
permet de faire un lien “direct” avecle Théoréme Attention, il faut réussir a trouver les coefficients
de Bézout...
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