1 Suite de polygones

Suite de polygones

Il sagit ici d’étudier une suite de polygones a laide de déterminants classiques, et de montrer quelle
converge vers l'isobarycentre du polygone de départ.

o [GOU21]
Lemme 1 (Déterminant circulant). Soient n € N* et a, ..., a, € C. On pose w = eZT . Alors 153
a, a, ... G,
a, 1 Gy ... G, 5| "= -
e "2 =[] P(e))
a j=0
a a, .. a
ou P =Y rla.x*x.
Démonstration. On définit
ao al s an_l
a,_, a a,._ 1) (i—
A= "2 € 4, (©) et Q= @IV, e L, (©)
a a, .. a
Pour i = 2, la i-iéme ligne de A est
(an—i+1 e Gpy Gy e an—i—Z)
Si on multiplie cette ligne par la j-ieme colonne de Q, on obtient le coefficient
Ap_ii1 + an—i+2wj_1 4oeee aow(i—l)(i—l) + alw(f_l)i 4oeee an_i_zw(i—l)(n—l)
=V Vi Vg +a,0 ™+ +a, VYY)
— w(i—l)(i—l)P(wj—l)
et c'est encore vrai pour i = 1 puisque w° = 1. Donc la j-ieme colonne de AQ est égale a la j-ieme
colonne de Q multipliée par P(w/'~!). Ceci entraine que
det(A) det(Q) = det(AQ) = P(1)P(w) ... P(w" 1) det(Q)

et le déterminant det(Q2) est non nul (en tant que déterminant de Vandermonde a parametres
deux-a-deux distincts). D’ol1 :

det(A) = P()P(w)...P(0" ™)

O
[1-P]
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2 Suite de polygones

Théoreme 2 (Suite de polygones). Soit P, un polygone dont les sommets sont {z, y, ..., Zg ,,}.
On définit la suite de polygones (P,) par récurrence en disant que, pour tout k € N*, les

sommets de P, ; sont les milieux des arétes de P,.

\w

Alors la suite (P;.) converge vers 'isobarycentre de F,.

Zk,1
Démonstration. On identifie P, au vecteur colonne Z, =| : | e C".Ils’agit de montrer que la
Zsz
g
suite (Z;.) converge vers | : | ou g désigne I'isobarycentre de P,.
§

En utilisant la notation matricielle, la relation de récurrence s’écrit

1 1
s 3 % (1) .. 0
k172k,2 1 1 .. .
2 0 2 2 : :
Vk e ﬁd,23k+1 = : ::14£Zk OUA= : K . :
ZkntZra 0 o 1 1
2 2 2
L 9 o 1L
2 2

Par une récurrence immédiate (c'est une suite géométrique), on a donc Vk € N, Z; = A*Z,. Il suffit
donc de montrer que (A¥) converge dans .#,,(C) (muni d’une norme quelconque par équivalence
des normes en dimension finie).

Pour cela, étudions les valeurs propres de A :

ay, 4 ap
a,_1 a a,_
ya=detA-XxI1)="1 "° n-2
a, a, ay

avec a, = % -X,a, = % et Vi > 2, a; = 0. On reconnait le déterminant circulant du Lemmeet en
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3 Suite de polygones

i

posant P(Y) = Zz;é a.Y*etw= e’n la formule du déterminant circulant nous donne :

n n [(n-1 n n
1= [1Pwh = H(Z akwkf) =115 -x+50/) =113 -)
=1 ji=1

J j=1\k=0 j=1 J

ouA; = # Etcomme A; = A; < i =j, le polynéme y, est scindé a racines simples. Donc
3Q € GL,,(C) telle que A= QDQ™! et D = Diag(A4, ..., A,,). Or pourj # n,

ijm ijm

ijren +e n

Ainsi, /1}“ — 0sij < n,donclasuite (A% converge dans .#,,(C) vers lamatrice B = QDiag(0,...,0, Q™!
par continuité de I'application M — QM Q™.

On pose donc X = BZ,, de sorte que la suite (Z;.) converge vers X. Par continuité de M — AM, la
limite X vérifie forcément X = AX ie. X est vecteur propre de A associé a la valeur propre 1. Or

1
I'espace propre de A associé a la valeur propre 1 contient le vecteur | : | et est de dimension 1
1
(car y, possede n racines distinctes), donc il est engendré par ce vecteur. Ainsi, il existe a € C tel
a
que X =| : |ie. (Z;) converge vers le point d’affixe a.
a

Enfin, on remarque que si g est I'isobarycentre de P,, il est aussi égal a celui de P, pour tout k
(que 'on note g;.) car pour tout k = 1:

1 & Zg,i t 21,1 1

12 1
= — 1.3 = — = — Z1_1:= _
8k nl; k,i nlzzl > n;kl,l 8k-1
a
(en considérant les indices i modulo 7). Or, la suite (Z;) converge vers | : [, etla fonction ¢ qui a
a

n points du plan associe son isobarycentre est continue. Donc,
& =9Z) —ola,..,a)=a

et comme pour tout k, g, = g, onabien g = a. ]
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