1 Dual de L,

Dual de Lp

Avec les propriétés hilbertiennes de L, couplées a certaines propriétés des espaces L, on montre que
’ 1 1 _ N NI .
le dual d’'un espace L,, est L, pour st =L dans le cas ot p €]1,2[ et out l'espace est de mesure finie.

Soit (X, &/, i) un espace mesuré de mesure finie.

I Notation 1. On note Vp €]1,2], Lp = L,,(X,.szf,u).

Lemme 2. Soient p €]1,2[et f € L,. Alors f € L telle que ||f||),J <M]|fll,ouM =0.

Démonstration. Comme p €]1,2[,on a % > 1. Soit r tel que £ + 1 = 1. On applique I'inégalité de
Holder a g = |f|” 1y de sorte que

fxlfl”du = f 1Pkl < |l |f|p||’%||ﬂX||r SN(X)%IIfIIS
d’ot1 le résultat. O]

Lemme 3. Soit p €]1, 2[. Alors L, est dense dans L, pour lanorme ||. [

Démonstration. Soit f € L,,. On considere la suite de fonction (f,,) définie par

Clairement, (f,,) est une suite de L,. On va chercher a appliquer le théoreme de convergence
dominée a la suite de fonctions (g,,) définie pour tout n e Npar g, = |f,, — fI”:

— VneN, g, est mesurable.
— (g,,) converge presque partout vers la fonction nulle.

— Par convexité de la fonction x — x”, on a

p
fo—fIP =27 %—Jg] <27 N (f 1P +1f,17) < 217 € L,

On peut donc conclure

||f—fn||5:fxlf—fn|"du—»0

ce qu'il fallait démontrer. [
2 \ ) . . [Z-Q]
Théoreme 4. Lapplication
L, — (@) R
Q: _ ou—+—=
g~ (0g:f— fifEdy) p q

est une isométrie linéaire surjective. C’est donc un isomorphisme isométrique.
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2 Dual de L,

Démonstration. Soient g € L, et f € L,,. Linégalité de Holder donne

lpg (NI < liglyIf1l,
donc Pg € (Lp)’ etllggll < IIgIIq. De plus, si g =0, alors gl = IIgIIq = 0. On peut donc supposer
g +0.

Soit u une fonction mesurable de module 1, telle que g = u|g|. On pose h = u|g|9"'. Comme
qg=p(g—-1),ona

flhlpd'u:f |g|(q—1)pd'u:f Iglqd,u<+oo

X X b

g ()]
» TIal,

dou h e Lyetl hllz = IIgllﬁ,7 = I(pg(h)l. Comme < liggll, on a en particulier,

1
[1g17au= e ([ 1g17au)’
LRSI S

=lpg(h)| =|hll,
et ainsi,
:
gl = ([ 1g17au) " = ([ 1g17a)" = 121,
X X
donc |||(ng|| = ||g||q et ¢ est une isométrie.

Montrons qu'elle est surjective. Soit £ € (L,)". D’aprés le Lemme|2} ona L, < L,, donc on peut
considérer la restriction £ = £ ,.

VEeL, 16OI<INIfl,<MILNNfI, = el

Comme L, est un espace de Hilbert, on peut appliquer le théoreme de représentation de Riesz a
¢.1l existe g € L, telle que

vfeL, ()= fgdu

Pour conclure, il reste a montrer que g € L, et que 'égalité précédente est vérifiée sur L,,. Comme
précédemment, on considere u de module 1 telle que g = u|g| et on pose f,, = ﬂlglq_lﬂ|g|sn €
L, <L,.0Ona

[X|g|"ﬂ|g|sndu =10 < 1NN, = 141 (f)(lgl"mggndu);

D’ou

1 1-1
([ |g|qﬂ|g|5n d”) ! = (f Iglqﬂ|g|5n d,u) g = |||€|||
X X

D’apreés le théoréme de convergence monotone, on a

1 1

tim ([ 18170 dn) = [ 1g17du)" <nen
n—+oo \ Jx X

Et en particulier, g € L, de norme inférieure ou égale a IZ1l. Ainsi, ona Vf € L,, £(f) = ®q(f). Les
applications £ et ¢, sont continues sur L, et L, est dense dans L, (par le Lemme , doncona
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3 Dual de L,

bien £ = ¢, = ¢(g). O

Remarque 5. Plus généralement, sil'on identifie g et ¢, : lﬁl—iﬁ]

— L, est le dual topologique de L, pour p €]1, +oo0l.

— L, estle dual topologique de L, si u est o-finie.
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