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Critere d’Eisenstein

Ici, nous démontrons le célebre critere d’Eisenstein que l'on utilise énormément en pratique pour
montrer qu'un polynéme est irréductible.

Soit A un anneau commutatif et unitaire.

I Notation 1. Soit P € A[X]. On note y(P) le contenu du polynéme P.

Lemme 2. Soit p € A tel que (p) est premier. Alors A/(p) est integre.

Démonstration. Soient 5,5 € A/(p). On suppose ab = 0. Comme ab = %, onaab € (p). Donc
par hypothése,

ae(p)oube(p)

—a=00oub=0

et ainsi A/(p) est bien intégre. L]

Lemme 3. Si A est integre, alors A[X] 'est aussi.

Démonstration. Soient P,Q € A[X] non nuls, de degrés respectifs n = 1 et m = 1 que 'on écrit
P=Y" aX'etQ= Xl ijf. Alors, le coefficient de X "*™ dans le produit PQ est a,, b,,,. Comme
a, *+0, b, # 0 et A estintegre, ce coefficient est non nul. Donc en particulier, le produit PQ est
non nul. [

Lemme 4. On suppose A factoriel. Soit a € A irréductible. Alors (a) est premier.

Démonstration. On suppose que a | bc avec b, ¢ € A. Alors, il existe d € A tel que
ad=bc (%)

Si b est inversible, alors a | c. De méme, si ¢ est inversible, alors a | b. Supposons donc que b et ¢
ne sont pas inversibles. Comme a est irréductible, on en déduit que d est un élément non nul et
non inversible de A. Il existe donc des décompositions en irréductibles

b=p,...6,c=v7...Yymetd=05,...6;
avec n, m, k € N*. Par conséquent, en injectant dans (x) :

ad;...0r =01 BuY1--Ym

Comme la factorisation en irréductibles est unique a l'ordre pres, il existe §; ou y; qui est associé
a a. Si bien que a divise b ou c; c’est ce que 'on voulait démontrer. ]
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[GOZ]
Lemme 5 (Gauss). On suppose A factoriel. Alors : B0

(i) Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif.
(ii) VP,Q € AIX]\{0}, y(PQ) =y (P)Y(Q).

Démonstration. (i) Soient P,Q € A[X] tels que y(P) = y(Q) = 1. Supposons y (PQ) # 1. Alors,
il existe p € A irréductible tel que p divise tous les coefficients de PQ. Donc, dans A/ (p),
PQ=PQ=0.

Mais, par le Lemme[4] (p) est premier. Donc par le Lemme[2| A/ (p) est intégre, et en particu-
lier, A/ (p)[X] l'est aussi par le Lemme Ainsi, P=0ou 6 = 0: absurde.

(ii) En factorisant, on écrit P = y(P)Ret Q =y(Q)Solu R, S € A[X] avec y(R) =y(S) = 1. D’'out

PQ=y(P)y(Q)RS avec y(RS) =1parle Point@ Ainsi, y(PQ) = y(P)y(Q).
O

Théoréme 6 (Critére d’'Eisenstein). Soient K le corps des fractionsde AetP =Y "  a, X' €
A[X] de degré n = 1. On suppose que A est factoriel et qu'il existe p € A irréductible tel que :

(i) pla;, Vie[0o,n—-1].
(i) ptay.
(iii) p? + a.
Alors P est irréductible dans K [X].

Démonstration. Parl'absurde, on suppose P = UV avec U, V € K[X] de degré supérieur ou égal a
1. Soit @ un multiple commun a tous les dénominateurs des coefficients non nuls de U et V. On a

a’P=aU aV
=U; =V
€A[X] €A[X]
On applique le Lemme [5|pour obtenir :
a*y(P) =y W)y (V) (+)

En factorisant, on écrit U, = y(U) U, et V; =y (V})V;, avec U,, V, € A[X]. Il vient :
a’P =y ()Y V)GV, 2 a’y (P) UV,

Et comme a € A\ {0} et que A estintegre,ona P =y (P)U,V, = U;V; avec U; = y(P)U, € A[X] et
V3 =V, € A[X] (dans un souci de symétrie des notations) qui sont de degré supérieur ou égal a 1.

Onpose Uy =Y_ b X' etV = i=0 chf avec b,c, = a, + 0 par définition de P. Dans A/(p), on a
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et en particulier, le terme de degré 0, b, c, = b, c, est nul. Mais, p est irréductible et A est factoriel,
donc au vu du Lemme/4} (p) est premier et A/ (p) est intégre par le Lemme[2] Donc par le Lemme(3]
Al(p)[X] est aussi intégre. D'ot1 b, = 0 ou ¢, = 0 (mais pas les deux car sinon p? | by, = a,, ce qui
serait en contradiction avec le Point|(iii)).

On suppose donc b_o =0etc, # 0. Sion avait Vi € [0, r], E = 0, on aurait en particulier E =0, et
donc b, ¢, = a,, = 0 (exclu par le Point|(ii)). Donc,

Jieo,r—1]telqueby=-=b;=0etb;,, #0
Ainsi,
i+1 -
Aiy1 = Z biCivik = biy G #0
k=0 30 #0
ce qui est absurde au vu du Point[(i)car i € [0,r — 1] avecr —1 < n—1. O

I Application 7. Soit n € N*. Il existe des polynémes irréductibles de degré n sur Z.

Démonstration. On applique le Théoréme[6]au polyndome P = X" — 2 avec le premier p = 2 qui
nous donne l'irréductibilité du polynéme sur Q. Reste a montrer qu'’il est irréductible sur Z.

Or, en supposant P réductible sur Z, on peut écrire P = QR avec Q, R € Z[X] de degré supérieur
ou égal a 1 car P est primitif. Mais a fortiori, Q,R € Q[X] et ne sont pas inversibles donc P est
réductible sur Q : absurde. O
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