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1 Caractérisation réelle de la fonction I’

1 Caractérisation réelle de la fonction I’

On montre que la fonctionT d’Euler est la seule fonction log-convexe sur R* prenant la valeur1 en
1 et vérifiantT'(x + 1) = xI'(x) pour tout x > 0.

[ROM19-1]
Exercice 1. La fonction I' définie pour tout x > 0 par I'(x) = f0+°° t*le~tdt vérifie : . 364
(i) VxeR:, I'(x +1) = xI'(x).
(i) T(1) = 1.

(iii) T estlog-convexe sur R} .

Démonstration. (i) Soit x € R}. Alors :

+o0o
I'x+1) = f t*e tdt
0
+oo
= [—e‘ttx]g°°+xf e tdr
0

=xI'(x)

(ii) Comme t — e "1+ (¢) est la densité de probabilité d'une loi exponentielle de parametre 1,

ona
+oo
f e“tdr=1
\_9____V______J

=T(1)
(iii) Soient x,y € R} et A €]0,1[. On applique I'inégalité de Holder en posant A = % etl-A= % :
+00
TAx+(1-MN)y) = f e A=y gy
0
+00 1 1
:f (e 't* Nr(e 't¥ Nadr
0
+00 1 +00 L
([ ([
0 0
=TTy
Donc In oI vérifie bien 'inégalité de convexité sur R et ainsi, I est log-convexe.
O]

Exercice 2 (Bohr-Mollerup). Soit f : Rf — R* vérifiant le Point[(i)} le Point[(ii) et le Point|(iii)]
du Exercicel[I] Alors f =T.

Démonstration. Par récurrence, on a d’apres le Point|(i)]:

VneN",Vx€l01],fx+n)=x+n-1...(x+1xf(x) (%)
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2 Caractérisation réelle de la fonction I’

Donc les valeurs prises par f sur R} sont entierement déterminées par ses valeurs prises sur ]0, 1].
Ainsi, pour démontrer le théoréme, il suffit de vérifier Vx €]0, 1], f (x) = T'(x).

Soient donc x €]0,1] et n € N*; on applique le lemme des trois pentes a la fonction convexe Inof
(d’apres le Point|(iii)| appliqué aux points n — 1, n, n+x et n+1:

n—-1

fx)

n+1

(Inof)(n) —(neof)(n—-1) - (Inof)(n+x) — (nof)(n) - (Ineof)(n+1) - (Inof)(n)
n—(n-1) B n+x-n B n+l-n
Mais, d’apres () et le Point[(ii)} on a f(n) = (n - 1)!. D'ou:

- (Inef)(n+x)—In((n-1)!)
- X
= In((n-1D*) < (Inof)(n+x) —In((n - D)) <In(n")

= In((n-1D*(n-1!) <(nof)(n+x) <In(n*(n-1)!)

In(n-1) <In(n)

Par croissance de la fonction In, cela donne :
m-D*n-D!'sf(n+x)<n*(n-1)!

Et en appliquant (*), on obtient :

(n-1D%mn-1! n*(n-1!

<f(x) <

x+n-1..x+Dx T (x+n-1)...(x+Dx

En ne considérant que la premiere inégalité, on peut remplacer n par n + 1 (car les deux inégalités

sont vraies pour tout 7 € N*) :

X

n*n!

<fx
(x+n)...(x+Dx fx
n*(n-1)! — n*n! x+n .
Or, (x+n-1...x+Dx ~ (x+n)...x+Dx n ’ donc:
n*n! n*n! x+n
<flx) <
x+n)...(x+Dx x+n)..x+Dx n
n*n!

< <
x+n (x+n)...(x+1x
n*n!

= = e G D=

en faisant n — +oo dans la deuxieme implication. Comme I' vérifie le Point((i)] le Point((ii)} et le
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3 Caractérisation réelle de la fonction I’

Point|(iii)[; le raisonnement précédent est a fortiori vrai aussi pour I'. Donc

n*n!
I'x) = lim

n—+oo (X +n)...(x+1)x

= f(x)
ie. f et I" coincident bien sur ]0, 1]. O]

Exercice 3. Alafin dela preuve, on obtient une formule due a Gauss :

. n*n!
Vx €]0,1],T'(x) = lim

n—+oo (x+n)...(x+1)x

que l'on peut aisément étendre a R} entier.

La preuve, telle qu’elle est écrite ici, est issue d'un livre de Walter Rudin. Elle est également
disponible (sous une forme un peu différente) comme l'indique la référence, dans [ROM19-1].
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4 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

2 Connexité desvaleurs d’adhérence d’une suite dans

un compact

On montre que l'ensemble des valeurs dadhérence d’'une suite d'un espace métrique compact est

connexe en raisonnant par labsurde, puis on utilise ce résultat pour démontrer le lemme des
grenouilles.

Soit (E, d) un espace métrique.

Théoreme 1. On suppose E compact. Soit (¢,) une suite de E telle que d(u,, u,_,) — 0.
Alors I'ensemble I' des valeurs d’adhérence de (u,,) est connexe.

Démonstration. Pour tout p €N, onnote A, = {u,, | n=p}l.Onal =,y A_p. I est fermé (en tant
qu'intersection de fermés) dans E qui est compact, donc I' est compact.Supposons que I soit non
connexe; on peut alors écrire I' = A U B, ou A et B sont deux fermés disjoints de I'. Comme I est
compact, A et Ble sont aussi. Notons a = d(A,B) >0 (car An B = @). Posons :

a a
A’:{erId(x,A)<§} etB’:{erld(x,B) <§}

A’ et B’ sont ouverts (en tant qu'images réciproques d’ouverts par des application continues),
donc K = E\ (A’ U B’) est fermé dans E, donc compact.

Montrons que (u,) admet une valeur d’'adhérence dans K, ce qui serait absurde carI' N K = @.

Comme lim,,_,, d(u,,u,_;) =0,
a
AN, e Ntel que Vn = N, d(un,un_1)<§ (%)

Soit N = N,.

— Soit x, € A. Comme x, est valeur d'adhérence de (u,,), 3n; > N tel que d(x, u, ) < 5. Donc
U, €A’

— Soit , € B. De méme, 3n, > n, tel que d(y,, u,,) < §. Donc u,, € B'.

Soit maintenant 7, le premier entier supérieur a n; tel que u,, ¢ A’ (untel entier existe car u,,, ¢ A").

Onaalorsu, €A
0
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5 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

D’apres (*), en appliquant I'inégalité triangulaire,

d(uno,B) = d(uno_l,B) - d(uno_l, Up,)

> d(A,B) —d(u,,1,A) —dU, 1, Up,)

a
> —
3

ce qui prouve que u,, ¢ B'. Comme Up, & A',ona U,, € K. On vient de montrer que,
VN = Ny, 3ny, = Ntel que u,,, € K

On peut créer comme cela une sous-suite de (u,) dans K. Or K est compact, donc (¢,) admet une
valeur d’adhérence dans K. ]

Application 2 (Lemme de la grenouille). Soient f : [0,1] — [0, 1] continue et (x,,) une suite

de [0, 1] telle que
{xo €[0,1]
Xpe1 = [ (x,)

Alors (x,,) converge si et seulement silim,,_,,  x,,,; — X, =0.

Démonstration. Lesensdirect est évident. Montronslaréciproque. On suppose doncquelim,,_,, . X,.;—
x, =0 eton note I" 'ensemble des valeurs d’adhérence de (x,,). I' est non vide (car (x,,) est bornée,

donc admet une valeur d’adhérence par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass) et est un connexe

de R (par le Théoréme , donc I est un intervalle non vide.

Soit a € T'. Il existe ¢ : N — N strictement croissante (on dit que ¢ est une extractrice) telle que
Xpy — Q- Mais alors,

Xom+1 ~ Xom) :f(qu(n)) ~Xom) —fla)-a

et par hypotheése, le membre de gauche converge vers 0. Donc f(a) — a = 0 ie. a est un point fixe
def.

Supposons par 'absurde que (x,,) diverge. Alors I' n'est pas un singleton, donc est un intervalle
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6 Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite dans un compact

d’intérieur non vide : on peut trouver ce I'et h > 0 tel que [c — h,c+ h] <T.

Or, c €T, donc

h
EINZOtelquelxN—CISE = xy€erl

et en particulier, x, est un point fixe de f. Ainsi, x,,,, = f(x,) = x,, pour tout n = N : absurde. []
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7 Critere d’Eisenstein

3 Critere d’Eisenstein

Ici, nous démontrons le célebre critere d’Eisenstein que l'on utilise énormément en pratique pour
montrer qu'un polynéme est irréductible.

Soit A un anneau commutatif et unitaire.

I Notation 1. Soit P € A[X]. On note y(P) le contenu du polynéme P.

Lemme 2. Soit p € A tel que (p) est premier. Alors A/(p) est integre.

Démonstration. Soient 5,5 € A/(p). On suppose ab = 0. Comme ab = %, onaab € (p). Donc
par hypothése,

ae(p)oube(p)

—a=00oub=0

et ainsi A/(p) est bien intégre. L]

Lemme 3. Si A est integre, alors A[X] 'est aussi.

Démonstration. Soient P,Q € A[X] non nuls, de degrés respectifs n = 1 et m = 1 que 'on écrit
P=Y" aX'etQ= Xl ijf. Alors, le coefficient de X "*™ dans le produit PQ est a,, b,,,. Comme
a, *+0, b, # 0 et A estintegre, ce coefficient est non nul. Donc en particulier, le produit PQ est
non nul. [

Lemme 4. On suppose A factoriel. Soit a € A irréductible. Alors (a) est premier.

Démonstration. On suppose que a | bc avec b, ¢ € A. Alors, il existe d € A tel que
ad=bc (%)

Si b est inversible, alors a | c. De méme, si ¢ est inversible, alors a | b. Supposons donc que b et ¢
ne sont pas inversibles. Comme a est irréductible, on en déduit que d est un élément non nul et
non inversible de A. Il existe donc des décompositions en irréductibles

b=p,...6,c=v7...Yymetd=05,...6;

avec n, m, k € N*. Par conséquent, en injectant dans (x) :

ad;...0r =01 BuY1--Ym

Comme la factorisation en irréductibles est unique a l'ordre pres, il existe §; ou y; qui est associé
a a. Si bien que a divise b ou c; c’est ce que 'on voulait démontrer. ]
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8 Critere d’Eisenstein

. [Goz]
Lemme 5 (Gauss). On suppose A factoriel. Alors : P10

(i) Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif.
(ii) VP,Q € AIX]\{0}, y(PQ) =y (P)Y(Q).

Démonstration. (i) Soient P,Q € A[X] tels que y(P) = y(Q) = 1. Supposons y (PQ) # 1. Alors,
il existe p € A irréductible tel que p divise tous les coefficients de PQ. Donc, dans A/ (p),
PQ=PQ=0.

Mais, par le Lemme[4] (p) est premier. Donc par le Lemme[2| A/ (p) est intégre, et en particu-
lier, A/ (p)[X] l'est aussi par le Lemme Ainsi, P=0ou 6 = 0: absurde.

(ii) En factorisant, on écrit P = y(P)Ret Q =y(Q)Solu R, S € A[X] avec y(R) =y(S) = 1. D’'out

PQ=y(P)y(Q)RS avec y(RS) =1parle Point@ Ainsi, y(PQ) = y(P)y(Q).
O

Théoréme 6 (Critére d’'Eisenstein). Soient K le corps des fractionsde AetP =Y "  a, X' €
A[X] de degré n = 1. On suppose que A est factoriel et qu'il existe p € A irréductible tel que :

(i) pla;, Vie[0o,n—-1].
(i) ptay.
(iii) p? + a.
Alors P est irréductible dans K [X].

Démonstration. Parl'absurde, on suppose P = UV avec U, V € K[X] de degré supérieur ou égal a
1. Soit @ un multiple commun a tous les dénominateurs des coefficients non nuls de U et V. On a

a’P=aU aV
=U; =V
€A[X] €A[X]
On applique le Lemme [5|pour obtenir :
a*y(P) =y W)y (V) (+)

En factorisant, on écrit U, = y(U) U, et V; =y (V})V;, avec U,, V, € A[X]. Il vient :
a’P =y ()Y V)GV, 2 a’y (P) UV,

Et comme a € A\ {0} et que A estintegre,ona P =y (P)U,V, = U;V; avec U; = y(P)U, € A[X] et
V3 =V, € A[X] (dans un souci de symétrie des notations) qui sont de degré supérieur ou égal a 1.

Onpose Uy =Y_ b X' etV = i=0 chf avec b,c, = a, + 0 par définition de P. Dans A/(p), on a
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9 Critere d’Eisenstein

et en particulier, le terme de degré 0, b, c, = b, c, est nul. Mais, p est irréductible et A est factoriel,
donc au vu du Lemme/4} (p) est premier et A/ (p) est intégre par le Lemme[2] Donc par le Lemme(3]
Al(p)[X] est aussi intégre. D'ot1 b, = 0 ou ¢, = 0 (mais pas les deux car sinon p? | by, = a,, ce qui
serait en contradiction avec le Point|(iii)).

On suppose donc b_o =0etc, # 0. Sion avait Vi € [0, r], E = 0, on aurait en particulier E =0, et
donc b, ¢, = a,, = 0 (exclu par le Point|(ii)). Donc,

Jieo,r—1]telqueby=-=b;=0etb;,, #0
Ainsi,
i+1 -
Aiy1 = Z biCivik = biy G #0
k=0 30 #0
ce qui est absurde au vu du Point[(i)car i € [0,r — 1] avecr —1 < n—1. O

I Application 7. Soit n € N*. Il existe des polynémes irréductibles de degré n sur Z.

Démonstration. On applique le Théoréme[6]au polyndome P = X" — 2 avec le premier p = 2 qui
nous donne l'irréductibilité du polynéme sur Q. Reste a montrer qu'’il est irréductible sur Z.

Or, en supposant P réductible sur Z, on peut écrire P = QR avec Q, R € Z[X] de degré supérieur
ou égal a 1 car P est primitif. Mais a fortiori, Q,R € Q[X] et ne sont pas inversibles donc P est
réductible sur Q : absurde. O
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10 Décomposition de Dunford

4 Décomposition de Dunford

On démontre l'existence et l'unicité de la décomposition de Dunford pour tout endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K. [Gouz1]

[p-203]
Théoreéeme 1 (Décomposition de Dunford). Soit f € E un endomorphisme tel que son

polyndome minimal 77, soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple d'endomorphismes
(d, n) tel que :

— f=d+n.

— d est diagonalisable et n est nilpotent.

— don=nod.

Démonstration. On écrit my = (-1)" [T;_, (X — 1,)* et pour tout i, on note N; = Ker((f — A;idg)")
le i-iéme sous-espace caractéristique de f.
Construction : Comme E = N, & --- & N,, il suffit de définir d et n sur chaque N;. On les définit
pour tout i et pour tout x € N; comme tels :

— d(.X:) = /",ix — lel = A’lldNt

— nx)=fxX)-Aix=fx)-dx) = n=f-d.

Vérification :

— Lesrestrictions de d et n a N; sont bien des endomorphismes car les espaces N; sont stables
par f et par d (cf. définition de d), donc aussi par n = f — d.

— d est diagonalisable et pour tout i, nﬁ\;i =0(car Vx € N;, (f — 1;)% (x) = 0 par définition de
N;). On pose donc a = max;{a;} eton a ”ﬁv,- = 0 pour tout i, donc n* = 0 par somme directe.
Ainsi, n est nilpotent.

— Pourtout i, ona dyy, = A;idg, donc ny, ° dy, = dyy, ° nyy, i.e. d et n commutent sur chaque
N; donc sur E tout entier.

Unicité : Soit (d', n') un autre couple d’endomorphismes de E vérifiant les hypothéses. On re-
marque d’abord que d’' et f commutent (car d commute avec d' et n’, donc avec f = d +n'
aussi). Pour tout i, N; est stable par d’ (car Vx € N;, (f — A;idg) % (d'(x)) = d' o (f — A;idg) % (x) = 0).
Comme d,y, = A;idy,, on en déduit que d o d’' = d’ o d sur N;. Donc c’est également vrai sur E tout
entier. Ainsi, d et d’ sont diagonalisables dans une méme base, donc d — d’ est diagonalisable.

D’autre part, comme n = f —d, n' = f — d' et que d et d commutent, n et n’ commutent. Si on
choisit p et g tels que n” = n'7 =0, alors :

p+q

i=o \ 1
(dans chaque terme de la somme, soit i = p, soit p + g — i = q). Donc n — n’ = d’ — d est nilpotent.
Or nous avions montré que d’ — d est diagonalisable, donc d’ — d = 0. Finalement, ona d = d’ et
n=n'. O
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11 Décomposition de Dunford

I Remarque 2. On peut démontrer que les endomorphismes d et n sont des polynémes en f.
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12 Décomposition polaire

5 Décomposition polaire

On montre que toute matrice M € GL,(R) peut s'écrire de maniere unique M = OS avec O € 0, (R)
etS € £ (R), et que lapplication (O, S) — M est un homéomorphisme.

Lemme 1. Soit S € %, (R). Alors S € ;" (R) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

Démonstration. Par le théoréme spectral, on peut écrire S =  PDiag(A4, ..., A,,)P avec P € 0, (R).
Si on suppose 4,,...,A, >0,onaVx #0,

'xSx ='(Px)Diag(A,,...,A,,)(Px) > 0 car Diag(A,,...,A,) € %/ (R)

d’ot1 le résultat.

Réciproquement, on suppose Vx # 0, ‘xSx > 0. Avec x = ‘Pe, (ol ¢; désigne le vecteur dont la
premiere coordonnée vaut 1 et les autres sont nulles),

‘xSx = '(Px)Diag(A,,...,A,)(Px) ='e,De; =1, >0
Et on peut faire de méme pour montrer que Vi € [1,n], A; > 0. [

Lemme 2. ., (R) est un fermé de .4, (R) et GL,(R) N &, (R) < %" (R).
Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de constater que

SR ={M e M,R) |'M=M}n| [ {Me.4,R)|'xMx =0}

xeR”?

qui est une intersection de fermés (par image réciproque). Maintenant, si M € GL,,(R) N %, (R),
alors M est diagonalisable avec des valeurs propres positives ou nulles (par le théoreme spectral).
Mais comme det(M) + 0, toutes les valeurs propres de M sont strictement positives. Donc par le
Lemme[l} M € %" (R). O

Théoréme 3 (Décomposition polaire). Lapplication

CO,R) x LR — GL,[R)
' (0,S) — 0S8

est un homéomorphisme.

Démonstration. Montrer qu'une application est un homéomorphisme se fait en 4 étapes : on
montre qu’elle est continue, injective, surjective, et que la réciproque est elle aussi continue.

— Lapplication est bien définie et continue : Si O € G, (R) et S € &%, " (R), alors OS € GL,(R).
De plus, u est continue en tant que restriction de la multiplication matricielle.
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Décomposition polaire

— Lapplication est surjective : Soit M € GL,(R).Six #0,on a

‘x((MM)x ="(Mx)(Mx) = |Mx|5>0

En particulier, ' MM € ;" (R). Par le théoréme spectral, il existe P € G, (R) et A,,...,A,, >0
tels que ‘M M = PDiag(A,,...,A,)P~'. On pose alors

D :Diag(\//l_l,...,\//Tn) etS=PDP!

de sorte que S? = M M. Mais de plus,
S='P71'D'P=S = Se.¥,R)

et par le Lemme/l}
Vie[ln], \ />0 = Se M)

On pose donc O = MS~! (ie. M = 0S), eton a
'00="MS HYMS ' =SV MMS =515 =1, = 0€0,R)

Donc u(0,S) = M et u est surjective.

— Lapplication est injective : Soit M = OS € GL,,(R) (avec O et S comme précédemment). Soit
M = O'S’ une autre décomposition polaire de M. Alors il vient,

S2 — l’MM — I(Olsl)olsl — tsltololsl — SIZ

Soit Q un polynéme tel que Vi € [1,n], Q(A;) = /A; (les polynémes d’interpolation de
Lagrange conviennent parfaitement). Alors,

S=PD'P=PQ(D?)'P =Q(PD*P)=Q("MM)=Q(S%) = Q(S?)

Mais S’ commute avec S'?, donc avec S = Q(S?). En particulier, S et S’ sont codiagonali-
sables, il existe Py € GL,,(R) et y, ..., l,,, iy, ---, L, € R tels que

S = PyDiag(y,, ..., u,)P; ' et S’ = PyDiag(u;, ..., up,) Py
dotui:

S*=8"% = P,Diag(uf,...,us) P;' = PyDiag(up?, ..., u) Pyt
= u?=pu? Vie[l,n]
= U; = Vie[l,n] carVie[l,n], u; >0

= §=5

Ainsi, 0 = MS™' = MS'! = O'. Donc p est injective.

— Lapplication inverse est continue : Soit (M,)) € GL, ®)N qui converge vers M € GL, (R). Il
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Décomposition polaire

s’agit de montrer que la suite (u‘l (Mp)) = (0,,S,,) converge vers p (M) = (0,S). Comme
0, (R) est compact, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite extraite
(Oy(p)) converge vers une valeur d'adhérence 0€0,(R). Ainsi, la suite (Sy(p)) converge vers
= —-1

S=0 M.

Mais, S = 0 'Me GL,(R) n &/ *(R). Donc par le Lemme
SeGL,[R) N & (R)

et par le Lemme
Se SR

OnaM = 0S, doty, par unicité de la décomposition polaire, O=0etS=S.

Remarque 4. La preuve vaut encore dans le cas complexe (pour le groupe unitaire et les
matrices hermitiennes).
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6 Densité des polynomes orthogonaux

On montre que la famille des polynémes orthogonaux associée a une fonction poids p vérifiant
certaines hypotheses forme une base hilbertienne de L, (I, p) (ot I est un intervalle deR).

Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. On considere (P,) la famille des polynomes
orthogonaux associée a p sur I.

Lemme 1. On suppose que Vn eN, g, : x — x" € L,(I,p). AlorsVneN, g, € L,(I,p). En
particulier, I'algorithme de Gram-Schmidt a bien du sens et (P,) est bien définie.

Démonstration. OnaVvVneN,

fllxnlzp(x) dx =f1|x2"|p(x)dx = lgonll; < +00

Théoréme 2. On suppose qu'il existe a > 0 tel que
fe“'x'p(x) dx < +o00
T

alors (P,) est une base hilbertienne de L, (I, p) pour la norme ||.||,.

Démonstration. Soit f € Vect(g,)* = Vect(P,)*. On définit

VxeR, ¢(x)= {];(X)P(x) sixel

sinon
2 L
Montrons que ¢ € L, (R). Remarquons tout d'abord que V¢ =0, t < ”Tt Ainsi, on a

1 2
+I];(x)| o)

Vxel, |f(x)lpkx) =<

Comme p et pf? sont intégrables sur I, on en déduit que ¢ € L, (R). On peut donc considérer sa
transformée de Fourier

@:fH[If(x)e_i‘rxp(x) dx

Montrons que ¢ se prolonge en une fonction F holomorphe sur

Ba:{ZECIIIm(z)|<g}
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16 Densité des polyndmes orthogonaux

NI

NI

Définissons a présent g : (z,x) — e~ **f(x)p(x). Pour z € B,, on a

fllg(z,x)ldxSfle%lf(x)lp(x)dx

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour |.||,, on obtient de plus

[ iripudr = (fe“'x'p(x) dx)E (f FEOPp) dx)E < +00 (+)
1 1 1

On définit la fonction F par
VzeB, F(z)= fe'izxf(x)p(x) dx = fg(z,x) dx
1 I

Linégalité (*) montre que cette fonction est bien définie. De plus :
— VzeB,, x — g(z,x) est mesurable.
— pp-enx €[, z— g(z,x) est holomorphe.

— VzeB, Vxel,
1x|

1g(z, )| < h(x) = €2 |f(x)]p(x)
et'inégalité (x) montre que h € L, (I).

Donc par le théoreme d’holomorphie sous 'intégrale, la fonction F est holomorphe sur B, et
coincide sur R avec ¢.Ce théoreme nous dit de plus que

VneN,VzeB,, F"(z) = (—i)”flx”e_i”f(x)p(x) dx
Ce qui donne, une fois évalué en 0 :
VneN,F™ ) = (—i)"[lx"f(x)p(x) dx = (-1)"(g,.f)=0
Lunicité du développement en série entiére d'une fonction holomorphe montre que F = 0 sur

un voisinage de 0. Le théoréme du prolongement analytique implique alors que F = 0 sur le
connexe B, tout entier, et donc en particulier, sur R. Ainsi, ¢ = 0. Comme ¢ est une fonction
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17 Densité des polyndmes orthogonaux

intégrable, I'injectivité de la transformée de Fourier implique que ¢ = 0. Comme p(x) > 0, on
en déduit que f(x) = 0 pp. en x € I. On vient donc de montrer qu’'une fonction orthogonale a
tous les polynomes est nulle i.e. Vect(g,,)* = {0}.En ajoutant le Lemmel|1|a ceci, on a bien que les
polynomes orthogonaux forment une base hilbertienne de L, (I, p). ]

Contre-exemple 3. On considere, sur I = R}, la fonction poids p : x — x~*®_On pose
Vx €I, f(x) =sin(2mIn(x)). On calcule

<f! 8n) = fxn Sil’l(Zﬂ'ln(x))x—ln(x) dx
I
J’:lg(x)[ e(n+1)y Sin(?.ny)e_yz dy
R

o2 _(y—n+1)?
:e%fe (J’ 21) sin(2my) dy
R
n+1
2

(n+1)? . _
= (-1)"*le s f sin@rt)e" dr,avect =y —
R

fimpaire

Ainsi, la famille des g, n'est pas totale. La famille des polynémes orthogonaux associée a ce
poids particulier n'est donc pas totale non plus : ce n'est pas une base hilbertienne.
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7 Développement asymptotique de la série harmo-
nique

On effectue un développement asymptotique a l'ordre 2 de la série harmonique ) %

1I-P
Lemme 1. Soit a > 1. Lorsque n tend vers +oo, on a ﬂﬂgl(;]

o 1 1 1

R —

ke BY a—1n%!

Démonstration. La fonction x — %“ est décroissante sur R}, nous allons faire une comparaison
série / intégrale.

- o soale S 1
Aire du rectangle égale a 7=

Ona

Vk =1 —1 = e —1 dx_—l
> < <
' (k+1)a ,/I; x“ k@

k+1 1 1 k 1
szz,f —adxs—sf —dx
k —

Soit N = 2. Pour tout n € [2, N],

D'out:

n x“ k=n k¢ n-1x%
— N+1 N _ N
(:,[_1 1 SZLS[_l 1 ]
a—1x*1 = k¢ a—-1x*1],,
1 ( 1 1 ) N o] 1 ( 1 1 )
— - <) —=< -
a—-1\n*t (N+D*1) Z k* a-1\(n-1)*1 Nol

La suite ( . k%) est donc convergente, car elle est croissante et majorée par —— (é)

(n_l)a—l
Lorsque N tend vers +o0o, on a donc

1 ( 1 ) 1 1 ( 1 )
S <Y —=<
a—-1\n*t) [ k* a-1\(n-1*!
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19 Développement asymptotique de la série harmonique

1

Or, comme n% ' ~ (n-1)%! quand n tend vers +oo, on en conclut I'’équivalent annoncé. O]

Théoréeme 2 (Développement asymptotique de la série harmonique). On note Vn €
N*, H, = Y}_, . Alors, quand n tend vers +oo,

1 1 1
H, =1 +y+—— +o|—
n =In(m+y 2n  12n2 O(nz)

Démonstration. La fonction x — % est décroissante sur R}, cela invite a faire une comparaison
série / intégrale.

1

Aire du rectangle égale a

Ona

1 k+1 ] 1
szl,—sf —dx < —
k+1 kX k

Traitons les deux morceaux séparément.

— Vk =1, [f"'1dx < { parI'inégalité de droite. Donc, en sommant entre 1 et n € N* :

n+l ]
ln(n+1):f —dx<H,
1 X

— Vk=2, % </ kk_l 1 dx par I'inégalité de gauche avec un changement de variable. Donc, en
X
sommant entre 2 et n € N* :

eten ajoutant 1:
H,<In(n)+1

On peut tout regrouper pour obtenir les inégalités suivantes :
In(n+1)<H,<In(n)+1

et donc, quand n tend vers +oo,
H, ~In(n)

Pour la suite, on pose pour tout n =1, u,, = H, —In(n) et pour tout n = 2, v, = H,_; —In(n).On a:
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20 Développement asymptotique de la série harmonique

— Vnz2,u,-v,= % > ( et converge vers 0 quand 7 tend vers +oo.

— Vn=1,

1
Up— Uy = — —In(n) +In(n +1)

|

n+1 n+1

carln(1+x) <xpour x €] — 1, +o0l.

— Vn=2,

1
Vpi1 — U, = - +In(n)—-In(n+1)

1 1
= ——In[1+]
n n

=0

les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes, elles convergent donc vers un réel y € R. Posons maintenant
vn=1,t,=u,-y=H,—In(n)-y

Nous allons utiliser le lien entre séries et suites : cherchons un équivalente de la suite (¢, — £,,_;)
pour obtenir un équivalent de la somme partielle de la série de terme général (¢,, — ,,_,) qui n'est
autre que la suite (z,,). Al'aide du développement limité de In(1 + x) en 0 on obtient

1
t,—t,_;=In(n-1)-In(n) + -

1 1
:ln(l——)+—
n) n
1
2n?

D’apres le critére de Riemann, la série de terme général ¢, — f,_, converge. Le théoreme de
sommation des équivalents donne I’équivalence des restes. Or, un équivalent du reste de la série
de Riemann ¥ 3 est donné par le Lemmel|l|et vaut + :

Jio Jio 1 1
by —tgy =~y ~ ~573 " 5o
k=n+1 " kame1  2Kk2 2n

N

Dot t,, ~ 5= et H, =In(n) +y + 5- + 0(%). On pose alors Vn = 1, w, = t, — 5~ et on procéde de
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21 Développement asymptotique de la série harmonique

maniére similaire pour obtenir, pour tout n =2 :

i) L]
w, —w,_1=— n — — -
no Tnel T n/ 2n-2 2n

1 1 1 1 1 1 1 (1)
o

_+_
n n 2n?2 3n3 2n1—% 2n

1 1 ( 1 1) 1 (1)
=t —|1+—+—|—-—+0|—
2n%  2n n n2l 2n ns

n3

On adonc
J§° 11 1
W, — Wy_ =— —— =
P " 26n2 12n2
d’ot1 le résultat. O]
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8 Dimension du commutant

Dans ce développement, on montre en se ramenant a la résolution d’'un systeme d'équations linéaires
homogene que la dimension du commutant d’une matrice est plus grande que celle de l'espace
de départ. On applique ensuite ce résultat pour donner une condition nécessaire et suffisante qui
permettant de calculer le commutant de cette matrice.

Soient K un corps, n = 1etAe 4, (K).

Notation 1. — Onnote J,,(K) I'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures
d’ordre 7 a coefficients dans le corps K.

— On note ¥ (A) le commutant de A.

. : . . . [Gou21]
Remarque 2. On considére acquis le fait que si 7, = y,, alors A est cyclique : p289]
Jx € K™\ {0} tel que (x,Ax, ...,A" 1x) est une base de K"
[FGN2]

Lemme 3.

dimy (€ (A)) = n

Démonstration. Commencons par poser le systeme d’équations linéaires homogene
AX-XA=0

d'inconnue X = (x; j); jeq1,n) € 4, ([K). On note . I'espace des solutions de ce systeme.

Plagons-nous d’abord dansle casou A = (a; ); jeq,n) € 7, (K). Considérons ce systeme d’équations

pour X € 9,(K); ona alors @ inconnues dans K. Comme AX — X A est triangulaire supérieure,

dire que X est solution revient a écrire @ équations correspondant a la nullité des coefficients
de AX — X A dans la partie supérieure. Mais, de ces équations, on peut en retirer n qui sont triviales
(celles situées sur la diagonale, delaforme a; ;x; ;- x; ;a; ;). Ce systéme a donc nntl) _ p équations

2
pour seulement % inconnues. Ainsi,

dimy (€ (A)) = dimy (&) = dimy (¥ N T,,(K)) = nin+1) (n(n +1)

—n):n
2 2

Si A n'est pas triangulaire mais est tout de méme trigonalisable, il existe P € GL,,(K) et T € J,,(K)
telles que A= PTP™!. Ainsi,

Xe€A) < AX =XA
— (PTP HX =X(PTP™Y
< TP 'XP)=@P'XP)T
— P IXPe¥€(T)
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et puisque X — P~'X P est un isomorphisme de .#,,(K), on a
dimy (€' (A)) = dimy (€ (T))

donc on peut tout a fait se ramener au cas ou A est triangulaire supérieure.

Enfin, si A n'est pas trigonalisable, on considere L une extension de K sur laquelle y, est scindé.
Lapplication

MK - M,([K)

’ X — AX -XA

est linéaire, donc on peut considérer sa matrice B € .#,2(K) dans la base canonique de .#,, (K)
(il s’agit de la matrice associée au systeme d’équations linéaires). Alors ¥ = Ker(B). Le rang est
invariant par extension de corps, donc

rang, (B) = rang; (B)

d’ou
dimy (¥) = dimy (Ker(B))
= n® - rang, (B)
= n® —rang, (B)
= dim; (Ker(B))
=2n
car A est trigonalisable dans L. D’ot1 le résultat. O
Théoreme 4.

KIAl = 6(A) < 7, = x4

Démonstration. Sens direct : Supposons K [A] = € (A). Le Lemme[3|entraine que
deg(my) = dim(KI[A]) = n
Mais comme deg(rm,) < n, on a deg(m,) = n. Par le théoréeme de Cayley-Hamilton, on conclut
A = Xa

Réciproque : On suppose 7, = x,. Par la Remarque 2} on peut trouver x €€ K" \ {0} tel que
(x,Ax,...,A" 'x) est une base de K". Ainsi, 'application

€A — K"
" B — Bx

est linéaire injective. En effet, si B € Ker(¢), alors

Vke[0,n—1], BA*Xx =A*Bx=0 = B=0
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car B s'annule sur une base de K. D’ol1 dim(%€ (A)) < dim(K") = n. On déduit a I'aide du Lemme[3]
que
dim(€(A) =n

Notons de plus que
dim(K[A]) = deg(my) = deg(ys) = n

et comme K[A] € € (A) (car tout polyn6me en A commute avec A), on a bien le résultat. O
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9 Dualde Lp

Avec les propriétés hilbertiennes de L, couplées a certaines propriétés des espaces L, on montre que
’ 1 1 _ N NI .
le dual d’'un espace L,, est L, pour st =L dans le cas ot p €]1,2[ et out l'espace est de mesure finie.

Soit (X, &/, i) un espace mesuré de mesure finie.

I Notation 1. On note Vp €]1,2], Lp = L,,(X,.szf,u).

Lemme 2. Soient p €]1,2[et f € L,. Alors f € L telle que ||f||),J <M]|fll,ouM =0.

Démonstration. Comme p €]1,2[,on a % > 1. Soit r tel que £ + 1 = 1. On applique I'inégalité de
Holder a g = |f|” 1y de sorte que

fxlfl”du = f 1Pkl < |l |f|p||’%||ﬂX||r SN(X)%IIfIIS
d’ot1 le résultat. O]

Lemme 3. Soit p €]1, 2[. Alors L, est dense dans L, pour lanorme ||. [

Démonstration. Soit f € L,,. On considere la suite de fonction (f,,) définie par

Clairement, (f,,) est une suite de L,. On va chercher a appliquer le théoreme de convergence
dominée a la suite de fonctions (g,,) définie pour tout n e Npar g, = |f,, — fI”:

— VneN, g, est mesurable.
— (g,,) converge presque partout vers la fonction nulle.

— Par convexité de la fonction x — x”, on a

p
fo—fIP =27 %—Jg] <27 N (f 1P +1f,17) < 217 € L,

On peut donc conclure

||f—fn||5:fxlf—fn|"du—»0

ce qu'il fallait démontrer. [
2 \ ) . . [Z-Q]
Théoreme 4. Lapplication
L, — (@) R
Q: _ ou—+—=
g~ (0g:f— fifEdy) p q

est une isométrie linéaire surjective. C’est donc un isomorphisme isométrique.
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Démonstration. Soient g € L, et f € L,,. Linégalité de Holder donne

lpg (NI < liglyIf1l,
donc Pg € (Lp)’ etllggll < IIgIIq. De plus, si g =0, alors gl = IIgIIq = 0. On peut donc supposer
g +0.

Soit u une fonction mesurable de module 1, telle que g = u|g|. On pose h = u|g|9"'. Comme
qg=p(g—-1),ona

flhlpd'u:f |g|(q—1)pd'u:f Iglqd,u<+oo

X X b

g ()]
» TIal,

dou h e Lyetl hllz = IIgllﬁ,7 = I(pg(h)l. Comme < liggll, on a en particulier,

1
[1g17au= e ([ 1g17au)’
LRSI S

=lpg(h)| =|hll,
et ainsi,
:
gl = ([ 1g17au) " = ([ 1g17a)" = 121,
X X
donc |||(ng|| = ||g||q et ¢ est une isométrie.

Montrons qu'elle est surjective. Soit £ € (L,)". D’aprés le Lemme|2} ona L, < L,, donc on peut
considérer la restriction £ = £ ,.

VEeL, 16OI<INIfl,<MILNNfI, = el

Comme L, est un espace de Hilbert, on peut appliquer le théoreme de représentation de Riesz a
¢.1l existe g € L, telle que

vfeL, ()= fgdu

Pour conclure, il reste a montrer que g € L, et que 'égalité précédente est vérifiée sur L,,. Comme
précédemment, on considere u de module 1 telle que g = u|g| et on pose f,, = ﬂlglq_lﬂ|g|sn €
L, <L,.0Ona

[X|g|"ﬂ|g|sndu =10 < 1NN, = 141 (f)(lgl"mggndu);

D’ou

1 1-1
([ |g|qﬂ|g|5n d”) ! = (f Iglqﬂ|g|5n d,u) g = |||€|||
X X

D’apreés le théoréme de convergence monotone, on a

1 1

tim ([ 18170 dn) = [ 1g17du)" <nen
n—+oo \ Jx X

Et en particulier, g € L, de norme inférieure ou égale a IZ1l. Ainsi, ona Vf € L,, £(f) = ®q(f). Les
applications £ et ¢, sont continues sur L, et L, est dense dans L, (par le Lemme , doncona
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bien £ = ¢, = ¢(g). O

Remarque 5. Plus généralement, sil'on identifie g et ¢, : [%]

— L, est le dual topologique de L, pour p €]1, +oo0l.

— L, estle dual topologique de L, si u est o-finie.
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10 Equation de Sylvester

On montre que l'équation AX + XB = C d’'inconnue X admet une unique solution pour tout C €

M, (C) et pour tout A, B € ,,(C) dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative.

Lemme 1. Soit |.|| une norme d’algebre sur .4, (C), et soit A € .#,,(C) une matrice dont
les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative. Alors il existe une fonction
polynémiale P : R — Ret A > 0 tels que [l e[| < e A P(¢).

Démonstration. On faitla décomposition de Dunfordde A: A = D+ N.Comme D et N commutent,
ona e =e'Pe’™ Soient Pla matrice de passage donnée par la base de diagonalisation de D et
Ay, ..., A, ses valeurs propres. En notant ||.[| la norme subordonnée a |||, sur C",ona V¢ =0,

l’D” tPDiag()ll,...,)ln)P_l ”l

lle™=lll = lle

— "|Pel‘Diag(/ll ..... An)P—l "|

_ . A A
<IPIIP-l sup | Diagle’™,...,e"")xl|

lxllo=1
tAil

=a

<a sup |e
i€[1,n]
-7t

<ae
ou A > 0 par hypothese. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc il existe
B> 0tel que [le’P|| < pe~*".

Pour conclure, en notant r I'indice de nilpotence de N,

A D tN
le™ I < lle™lle™ I

r—1 ||N||ktk

L

< e—/lt
k

Théoréme 2 (Equation de Sylvester). Soient A et B € .#,,(C) deux matrices dont les valeurs
propres sont de partie réelle strictement négative. Alors pour tout C € .4,,(C), 'équation
AX + X B = Cadmet une unique solution X dans .4, (C).

Démonstration. Comme l'application ¢ : X — AX + X B est un endomorphisme de .#,(C), qui
est un espace vectoriel de dimension finie, il suffit de montrer qu’elle est surjective pour obtenir
I'injectivité (et donc I'unicité de la solution). Soit C € .#,,(C). On considere le probleme de Cauchy
suivant d'inconnue Y : R — .#,,(C) :

(E)

Y'=AY+YB
Y0 =C
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Il s'agit d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants (on peut voir cela notamment
en calculant les produits AY et Y B et en effectuant la somme; I’égalité matricielle avec Y’ donnant
le systeme d’équations voulu). D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, (E) admet une
unique solution définie sur R tout entier, que 'on note Y.

On vérifie que la solution est définie V¢ € R par Y (1) = exp(tA)Cexp(tB). En effet pour tout ¢ € R,
ona:
Y'(t) = Aexp(tA)Cexp(tB) + exp(tA)CBexp(tB) = AY + YB

car toute matrice M commute avec son exponentielle (puisque exp(M) est limite d'un polynome
en M) et donc M commute aussi avec exp(f M) pour tout ¢ € R.

On va maintenant montrer que X = — /" Y (s) ds est la solution de I'équation de Sylvester. Pour
tout ¢ = 0, on intégre Y’ entre 0 et ¢ pour obtenir :

Y(t)—C:ftY'(s)ds:Ax/tY(s)ds+ftY(s)dst
0 0 0

Il ne reste donc plus qu’a montrer que Y () — 0 et que Y est intégrable pour conclure. Par
le Lemme il existe 1,,A, > 0 et P,,P, : R — R polynomiales tels que [[e”| < e™MP,(¢) et
et < e‘AZth(t) pour tout ¢ = 0. Ainsi, en posant A = max(4,,1,) et P = P, P,, comme ||.| est
une norme d’algebre :

1Y @)l = lle"Ce™| < |CIIP(r)e "

En particulier, on a bien Y (1) — 0. De plus, comme ||C |P(£)e ?M est intégrable sur [0, +oof et

domine || Y (£)|l, alors Y est aussi intégrable [0, +oo[. Finalement, en faisant £ — +o0, on obtient :
+oo +oo
—C:Axf Y(s)ds+f Y(s)ds x B
0 0

Donc ¢ (X) = C: ¢ est surjective et X est bien la solution de I'’équation de Sylvester. U

Remarque 3. Pour dire que toute matrice M commute avec exp(M ), on aurait simplement pu
dire que exp(M) est un polynéme en M ie. VM € 4, (C), 3P € C[X] tel que exp(M) = P(M).

Démonstration. Soit M € ./, (C). Lensemble C[M] = {P(M) | P € C[X]} est un sous-espace vec-
toriel de ./, (C) qui est de dimension finie, donc C[M ] I'est aussi et est en particulier fermé.

Pour tout € N, on pose P, = 3.7 _, MT,k € C[M] de sorte que P, —,,_, ., exp(M). Comme C[M]
est fermé, on en déduit que exp(M) € C[M]. Donc 3P € C[X] tel que exp(M) = P(M). O]
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11 Equivalence des normes en dimension finie et
théoreme de Riesz

On montre l'équivalence des normes en dimension finie ainsi que le théoreme de Riesz sur la com-
pacité de la boule unité fermée toujours en dimension finie, qui sont deux résultats fondamentaux
sur les espaces vectoriels normés.

Lemme 1. Les compacts de (R”, ||.||,,) sont les fermés bornés.

Démonstration. Soit X une partie fermée bornée de R”. Soit (x,,) une suite de X. On note Vk € N,
Vie[1,n], x,"c la i-ieme composante du vecteur x;. Comme X est bornée, alors (|| x, l,,) est une
suite réelle bornée. Montrons par récurrence que, pour tout k € [1, n], il existe des extractrices
¢, ..., p; telle que la suite réelle (xé)lo__o(pi(n)) converge pour tout i € [1, k.

— Pour k =1, c’est une réécriture du théoreme de Bolzano-Weierstrass.
i

— Pour k > 1, supposons avoir construit ¢y, ..., ¢y telles que (x,, . ., i

i€[1,k]. Comme

}) converge pour tout

k+1
¢ < 112 lloo

k+1
@10...09(n)

il existe une extractrice ¢, telle que (x

(x ) est une suite réelle bornée. Toujours par le théoreme de Bolzano-Weierstrass,

k+1
P1°---°Pk+1

La propriété est en particulier vraie pour k = n. En posant ¢ = ¢, o ... o ¢,, on obtient une
extractrice telle que

(n)) converge. D’ou I'hérédité.

Vie[l,n], (x(fp(n)) converge

et on en déduit que (Xy(n)) CONVerge vers un réel x € R". Comme X est fermé, x € X. X est donc
séquentiellement compact, donc compact. U

Proposition 2. Soient (E, dg), (F, dr) deux espaces métriques et f : E — F continue. Si E est
compact, alors f(E) est compact dans F.

Démonstration. Soit (y,) une suite d’élémentsde f(E). Onpose Vn €N, x,, = f(y,,). E est compact,
donc il existe une extractrice ¢ : N — N telle que x,,,) — ,_. 0 X OU X € E. Par continuité,

y(p(n) :f(x(p(n)) _)n—>+oof(x) Ef(E)

f(E) est ainsi séquentiellement compact, donc est compact. [

Théoreme 3. Soit E un espace vectoriel sur le corps R de dimension finie n € N. Alors, toutes
les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Soient % = (e, ..., e,)) une base de E. On définit la norme infinie .4/ associée a
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labase 28 pour toutx = }.1' | x;e; € E par

N X — max |x;|
ie[1,n]

Si A estune norme sur E,ona:

N (x) < (Z JV(ei))JVoo(x)

i=1

=a
Donc A est plus fine que .A4.
Définissons I'isomorphisme suivant :

®R" M) —  (E,AN)
(X1, Xy) — X1 X6

f

La fonction f vérifie
Vx eR", /(f(x)) < allxlly

c’est une application linéaire bornée, qui est donc continue. On considére 'ensemble
Se=f(S)
ou S désigne la sphere unité de (R", ||.||,,) qui est compacte d’apres le Lemme|l} D’apres le Propo-

sition[2} Sy est compacte comme image d'un compact par une application continue.

Montrons que Sg est la sphere unité de (E, A4_). Déja, si x € S, alors A (f(x)) = | xll, =1, dol
I'inclusion directe. Pour l'inclusion réciproque, si y € Sg, par bijectivité de f, on peut écrire
y = f1(x) avec x € R" et ainsi || x|, = A, (f(x)) = 1.

Lapplication A4 : E — R est continue car lipschitzienne (Vx,y € E, | A (x) — A ()| < N (x —y)),
donc est bornée et atteint ses bornes sur la sphére Si. On note x, € E ce minimum :
Vx e Etelque & (x) =1, ona AN (x) = A (x,)
=p

Ainsi,

Ver,JV( )zﬁie.,/V(x)zﬁJVoo(x)

N oo (X)

Donc A est plus fine que A, : les normes A et A, sont équivalentes. Comme la relation
d’équivalence sur les normes d'un espace vectoriel est transitive, on en déduit que toutes les
normes sur E sont équivalentes. 0

Théoreme 4 (Riesz). Soit (E, |.|) un espace vectoriel normé sur le corps R. Alors, E est de
dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

Démonstration. Notons Bla boule unité fermée de E et supposons E de dimension finie 7 € N.
Comme dans la démonstration du théoréme précédent, B est compacte comme image de la
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boule unité fermée de (R", ||.||,) par 'application continue f. Réciproquement, supposons E de
dimension finie et, par 'absurde, également que B est compacte. On a,

Bc |JB(x,1)

x€E

ol B(x,1) désigne la boule ouverte centrée en x de rayon 1. Par la propriété de Borel-Lebesgue, il
existe x,,..., X, € E tels que

_ n
Bc JBx;,1)
i=1

On définit F = Vect(x,, ..., x,). Comme F est de dimension finie et E de dimension infinie, on
peut trouver y € E \ F. Soit x,, € F le projeté de y sur F :

dy,F) =y —x,l >0

On pose
N et
ly = xoll

On a u de norme 1, donc u € Betil existe i € [1,n] tel que |lu—x;| < 1. Or,

My =x0—lly = xollx;

lu—x;l

ly — ol

:Hy—C%—Hy+xﬂxﬂH
ly — xoll

> d(y,F)

ly — x,ll
=1
car x, + ||y — x|l x; € F : absurde. U]
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12 Formes de Hankel

Le but de ce développement est de construire une forme quadratique permettant de dénombrer les
racines réelles distinctes d'un polynoéme en fonction de ses racines complexes.

Soit P € R[X] un polyndéme de degré n. (c-Gl

[p-358]
Théoréme 1 (Formes de Hankel). On note x, ..., x, les racines complexes de P de multipli-

cités respectives m,, ..., m;. On pose
t
so=netVk=1s.=Y mx¥
i=1
Alors :

(i) o = i jefo,n—1] Si+;X;X; définit une forme quadratique sur C" ainsi qu'une forme
quadratique o sur R".

(ii) Sion note (p, q) la signature de o, ona:
— t=p+q.

— Le nombre de racines réelles distinctes de P est p — q.

Démonstration. o est un polyndme homogeéne de degré 2 sur C (car la somme des exposants est
2 pour chacun des mondmes), qui définit donc une forme quadratique sur C”. De plus, on peut
écrire :

Vi=1,s,= Y  mxi+ Y mx'+x5
x; racine de P x racine de P
x;€R x;€C

donc s, = 5} ie. s € R. Donc o définit une forme quadratique oy sur R”. D’ol1 le premier point.

Soit ¢,. la forme linéaire sur C" définie par le polyndme homogene de degré 1
P(Xgyor X)) =Xo + 3. X, + -+ 77X,
pour k € [0, f]. Dans la base duale (e;") ;c[o,,—1] de la base canonique (e;) o, ,-1) de C", on a

— p* ¥ ., n—1 ,x
P =€ T Xpe +tX, e,

Et comme
1 1 1
X, X e X Vandermonde
det( @) =] 7 ") ! *
xg ot xp!

la famille (¢y) kepo,;) €st de rang ¢ sur C. Or, le coefficient de X;X; dans Yo mksz vaut

i+

¢ 20 _ .

{Zk=1 mixy' = Siy; sii=]j
t i _ st J_ ;

Yo 2mxpx, =5 2mpx,.”’ =2s;,;  sinon
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donc, 0 = Y, _, my¢%. En particulier, rang(o) = ¢ par indépendance des ¢;.. On en déduit,
p +q =rang(og) =rang(o) = ¢

(le rang est invariant par extension de corps).
Soit k € [0, ¢]. Calculons la signature de la forme quadratique (p,% + QL
— Six; €R, ona @ +@r* = 2¢7, qui est de signature (1,0) car ¢ # 0.

— Six; ¢ R, ona;+@;° =2Re(p)* - 2Im(p;)* qui est bien une forme quadratique réelle.
Et x; # x;, donc la matrice

1 1

Xk X

n-1 —n-1
xk Xk

est de rang 2 (cf. le mineur correspondant aux deux premiéres lignes). Donc ¢, et ¢ sont
indépendantes. Ainsi, rang(q),% +@;%) = 2 sur C, donc sur R aussi (toujours par invariance
du rang par extension de corps). Donc la signature de (p,% + @ est (1,1).

Maintenant, regroupons les ¢;. conjuguées entre elles lorsqu’elles ne sont pas réelles :

t t

_ 2 2, —2

o= ) mei+ Y, m(@p+ )
k=1 k=1
xER X ¢R

En passant a la signature, on obtient :

( )= ( 0)+(t—r t—r)_(t+r t—r)
pq) =1 272 ) L2’ 2

ol r désigne le nombre de racines réelles distinctes de P. Par unicité de la signature d'une forme
quadratique réelle, on a bien p — g = r. D’ou le point (ii). [

Remarque 2. Tout l'intérét de ces formes quadratiques est qu'on peut calculer les s; par
récurrence en utilisant les polyn6mes symétriques élémentaires, sans avoir besoin des
racines.

[Gou21]
Proposition 3 (Sommes de Newton). On pose P = Y.} _ a; X k Les sommes de Newton [p- 86|

vérifient les relations suivantes :
(i) so=n.
aq k—
(11) Vke [[1’ n- 1]]’ Sk = _kan—k Zi:l1 Siln—k+i-

(iii) Vp €N, Sp+n = Z?=1 Silpin-i-
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13 Formule de Stirling

4 . 2 ) n\"
Dans ce développement un peu technique, nous démontrons la formule de Stirling n! ~ \/2nn (;)
a laide du théoreme central limite et de la fonction T d’Euler.

 est 4 densité et,

Y-
N
fY\—Fn(x) =\/nfy(n+x\/n)pp.enx eR

Démonstration. Vx € R,

Fyu(x)=P Y-n_.
R Wi

n
=P(Y <x\/n+n)
= Fy(x\/n+n)

Or, la fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle a densité est dérivable presque partout,
et sa dérivée est presque partout égale a sa densité. Donc :

fy_\—fn(x) = \/nfy(x\/n+n)pp.enx eR

Remarque 2. 11 ne s’agit ni plus ni moins qu’'une version affaiblie du théoreme de changement
de variable.

G-K
Lemme 3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ I'(a,y) et

Y ~T(b,y).AlorsZ=X+Y ~T(a+b,y).
Y® L a-1

Démonstration. Soit f, , : X — $—x

@ e "1+ (x) ladensité delaloiI'(a,y). Vx =0,0ona:

£ = fxfa,y(t)fby(x _pdt

a 1 —yt Y b-1 _,—y(x—t)
f r@' e dt

a+he Yx

F(a)F(b)

a+b e X 1
t ux Y xa+b—1f ua—l(l _ u)b—l dt
(@) (b) 0

= a,hfu+b,y (X)

t“ Lx—nbtdr
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~ — Tla+b) r1,,a-1 b-1 . - .
ou Ky, = ity Jo ¢ (1 — )" du. Notons par ailleurs que f; est nulle sur R™ et coincide donc

avec K, pfop,y SUrR™.

Pour conclure, on utilise la condition de normalisation :

1= [ f0dr =Kap [ funy0dx =Ky

On obtient ainsi f; = f,,;,, ce que I'on voulait. [

Théoréme 4 (Formule de Stirling).

e

nt ~ \/%(E)

Démonstration. Soit (X,,) une suite de variable aléatoires indépendantes de méme loi £(1). On
pose S, = ¥.}'_, X;.. Montrons par récurrence que S, ~I'(n +1,1).

— Pourn =0 :cestclaircar &(1) =I'(1,1).

— On suppose le résultat vrai a un rang n = 0. Pour montrer qu’il reste vrai au rang n + 1, il

suffit d’appliquer le Lemme(3|a S,, ~ T'(n,1) et X,,,.; ~ I'(1,1) (qui sont bien indépendantes).

Par le Lemme(I]appliqué a S, pp.en x € R,

=gn(x)

fsnT—n(x) =V/nfs (n+xy/n)

n
Vvn x
_ n —(n+xﬁ)
= —F(n+1)n (1+_\/ﬁ) e - /4001 (X)
=a,h,(x)
avec:
n+l -n
— a, = % (ce qui nous intéresse).
-Vnx n . . .
— h,:x— eﬁ (1 + ﬁ) T /o0l (X) (ce qui nous intéresse moins).
Montrons maintenant que S:’/%n converge en loi vers .4 (0,1). D’apres le théoreme central limite,
S, —E(S
S SVRUNEORY

v/ Var(S,)

N

ou:
— ES,) =(n+1DEXy) =n+1.

— Var(S,,) = (n+ 1) Var(X,) = n + 1 par indépendance.
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On applique maintenant le théoreme de Slutsky :

Sn—n:\/n+1 Sn—(n+1)+ 1 (—d)n/V(O,l)
\/ﬁ ﬁ vn+1 vn+1
—_— T

—1

D xo1n
Tout cela pour dire que,

2
2

flg(x)dx—lP(S"_ne[Ol]) fle dx
0o ™" vnoo 0 \2m

De plus :
— VneN, h,, est mesurable.
_xz(p(ﬁ) In(1
— Vx eR, h,(x) = eﬁﬂ]—uw[ (%) ouVx > -1, p(x) = %(2”) Par développement
_x2
limité, on alim,_,¢(x) = 3. Donc Vx € R, h,(x) — e\/z_i
— Comme Vx > -1, ¢(x) =0, alors h,, est dominée par x — \/%T
Donc par le théoréme de convergence dominée,
x2
fl h ( )d fl e z d
x)dx — X
0 " 0 /27
Pour conclure, on écrit :
1 1 lim, ., [lg, (x)dx
f g,(x)dx=a, | h,x)dx = lim a,= —— +°°f01gn =
0 0 n—+00 lim,, .o fy B (x)dx

et comme I'(n + 1) = n!, par définition de a,, :

n’”%e_"\/Zn
1= lim a,= lim ————

n—+oo n—+oo n!

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

38 Formule sommatoire de Poisson

14 Formule sommatoire de Poisson

On démontre la formule sommatoire de Poisson en utilisant principalement la théorie des séries de
Fourier.

[GOU20]
Théoréme 1 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f : R — C une fonction de classe 6’ p-254

telle que f(x) = O(ﬁ) et f'(x) = O(é) quand |x| — +oo0. Alors :

VieR, Y flx+n) =Y frun)er ™

nezZ nez

ol f désigne la transformée de Fourier de f.

Démonstration. Comme f(x) = O (#), il existe M >0 et A> 0 tel que

M
Vx| > A, If(x)] =2 (*)

Soit K >0.0OnaVx e [-K,K],VneZtelque|n|>K+A:

M M M

()
e+ ml = o = U= 2 = (=K

Donc }_,.7 f (x + n) converge normalement sur tout segment de R donc converge simplement sur
R. On note F la limite simple en question.

On montre de méme que Y., f' (x + n) converge normalement sur tout segment de R. Donc par
le théoreme de dérivation des suites de fonctions, F est de classe €' sur tout segment de R, donc
sur R tout entier (la continuité et la dérivabilité sont des propriétés locales).

SoitxeR.Ona:
N+1

N
VNeN, ) fx+1+nm= )Y fx+n)
n=—N n=—N-1

N—+o00
— F(x+1)=F(x)

ie. F est 1-périodique. On peut calculer ses coefficients de Fourier. Vn € Z,

1 . 1 +oo .
Cn(F) = f F(t)e—mnnt dr = Z f(t + n)e—ZUmt dr
0 0 n=—oo
Par convergence uniforme sur un segment, on peut échanger somme et intégrale :
oo n+1 0i
Cn(F) = Z f f(t)e_ mntdt
n

n=—o0

Or, la transformée de Fourier d'une fonction L, est convergente. On peut donc écrire :

¢, (F) = f+oof(t)e_2i”"tdt =f@an)
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Comme F est de classe €, sa série de Fourier converge uniformément vers F. D’'ou le résultat. [

Application 2 (Identité de Jacobi).

+00 2 1 +00 an?
Vs>0, Y e ™ =— ) e s

n=-oo \/E n=-o00

z L] . 2 . -_— 2 A 2z .
Démonstration. Soit a > 0. On définit G, : x — e~ *" et on connait sa transformée de Fourier :

V¢ EeR, é;(f) = \/ie_i_a
a

Soit s > 0. Appliquons le Théoréeme([I]a la fonction G, :

2
Z e—ﬂs(x+n)2 — 1 Z e—%em’nnx

nez \/E nez
Ly Ly o
nez \/E nezZ
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15 exp:.¥,([R) — % " (R) est un homéomorphisme

Dans ce développement, on démontre que l'exponentielle de matrices induit un homéomorphisme
de #,(R) sur &, * (R).

Lemme 1. .¥,(R) est un fermé de ./, (R).

Démonstration. 11 suffit d’écrire
SR ={MeM,R)]| ‘M = M} =f_1{0}

ol f : M — 'M — M est continue, donc ., (R) est fermé en tant qu'image réciproque d’'un fermé
par une application continue. [

Lemme 2. Une suite bornée d'un espace métrique qui admet une seule valeur d’adhérence
converge vers cette valeur d'adhérence.

Démonstration. Soit (x,,) une suite bornée d’'un espace métrique (E, d) qui n'admet qu'une seule
valeur d’adhérence ¢ € E. On suppose par 'absurde que (x,,) ne converge pas vers ¢ :

Jde >0telque VN €N, dn = Ntelque d(x,,¢) >¢€ (%)

On va construire une sous-suite qui converge vers une valeur d’adhérence différente de ¢.
Par (x) appliqué a N = 0, 3n, > 0 tel que d(x,,, £) > €. On définit donc ¢(0) = n,.

Supposons construite ¢ (i) jusqu’a un rang k telle que Vi < k, ¢(i + 1) > ¢(i) (lorsque cela a un
sens) et d(x(p(i), ¢) > e. Il suffit alors d’'appliquer () a N = ¢(n) + 1 pour obtenir un n; = @(n) +1 >
@(n) tel que d(x,,, ) > €; on définit alors @ (k + 1) = ny.

Nous venons donc de construire par récurrence une application ¢ : N — N strictement croissante

ettelleque VneN, d(x ¢) > €. La suite (x,,,) est bornée (par hypotheése) : elle est contenue

p(n)’ p(n)

dans un compact et admet une valeur d’adhérence ¢’ (par le théoréme de Bolzano-Weierstrass).

Soit donc ¢ : N — N strictement croissante telle que (X(y.y, ) converge vers ',

OnaVvVneN, d(x((pou,)(n), ¢) > ¢, qui donne d(¢',¢) = € aprés un passage a la limite. Donc ¢ # ¢'.

Et ¢’ est clairement valeur d’adhérence de (x,,) : absurde. [

Lemme 3. Soit S € .%, (R). Alors,
IS, = o(S)

ol p est 'application qui a une matrice y associe son rayon spectral.

Démonstration. D’apres le théoreme spectral, il existe (ey, ..., e,) une base orthonormée de R"
formée de vecteurs propres de S associés aux valeurs propres A,, ..., 1, de S, qui sont réelles car S
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est symétrique. Soit x € R dont on note (x, ..., Xx,,) ses coordonnées dans cette base. On a

2 n
=Y A2x? < p(9)?llx13
2

i=1

2
ISxll3 =

n
Z Aixie;
i=1

D’ou ||Slll, < p(S). Pour obtenir I'inégalité inverse, il suffit de considérer A € R une valeur propre
de Stelle que |1| = p(S) et x € R" un vecteur propre associé a 1. On a alors

1Sxll, = [A1x]l,
eton a bien p(S) < [ISll,. O

I Théoréme 4. Lapplication exp : #,(R) — &% (R) est un homéomorphisme.

Démonstration. Montrer qu'une application est un homéomorphisme se fait en 4 étapes : on
montre qu’elle est continue, injective, surjective, et que la réciproque est elle aussi continue.

— Lapplication est bien définie et continue : Soit S € .%, (R). D’apres le théoreme spectral,

3P € 0,(R) telle que S = P! Diag(A,,...,A,) P

=D

ou A,,..., A, désignent les valeurs propres de S. On a donc

exp(S) = P~'exp(D)P
= P! Diag(e™,...,e*)P

Or, P~! =P, donc " exp(S) = exp(S) et exp(S) € ., (R). De plus, Vx € R",
'xSx =" (Px)D(Px) >0

car D € /" (R). Donc S € %, (R). Elle est de plus continue en tant que restriction de
I'exponentielle définie sur .4, (K) (qui est la somme d’une série normalement convergente
sur toute boule ouverte de .4, (K)).

— Lapplication est surjective : Soit S € %, * (R). On peut écrire

S = PDiag(yy, ..., 1,)P~!

I suffitalors de poser U = p! Diag(In(y,), ...,In(u,))P € %, (R) pour avoir exp(U) = S; d'ou
la surjectivité.

— Lapplication est injective : Soient S, S’ € %, (R) telles que exp(S) = exp(S’). Montrons que
S =§'. Comme avant, 3P, P’ € 0, (R) telles que

S = PDiag(\,,...,A,)P"' et S’ = P' Diag(1y, ..., A,)P'™!

Soit L € R[X] tel que Vi € 1, n], L(e*) =2, et L(et) = A; (les polyndmes d’interpolation
de Lagrange conviennent parfaitement et sont bien définis dans le cas présent car e =
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exp :.%,([R) — & " (R) est un homéomorphisme

i = A, = A; par injectivité de I'exponentielle). D'ott

L(exp(S)) = L(PDiag(A4,...,A,)P™)
= PL(exp(Diag(A,,...,A,)) P!
= PDiag(A4,...,A,)P!
=S

et de méme, L(exp(S')) =S’. D’'out S = S’ car on a supposé exp(S) = exp(S').

L'application inverse est continue : Soit (A;) une suite de %, (R) qui converge vers A €
ZF(R). 11 s'agit de montrer que la suite (B,) de terme général B, = exp~'(A,) converge
vers B = exp'1 (A). Supposons tout d’abord (B;) non bornée. Comme sur .%,(R), lI.ll, = p(.)
(par le Lemme3)), il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que p(B)) — +o00. On
peut donc extraire une suite de valeurs propres (A;.) telle que |A;.| — +o0. Encore une fois,
quitte a extraire, on peut supposer A;, — +coou A, — —o0.

— Si A, — +00, eM — +00. Mais Vk € N, e** est valeur propre de A,,, donc p(4;) —
+00 : absurde car (A;) converge.

— SiA; — —o0, ™ — +00.Mais Vk € N, e~ ** estvaleur propre de A;', donc p(A;}) —
+00 : absurde car (A; ') converge par continuité de M — M.

Donc la suite (B;) est bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, (B;) admet une
valeur d’adhérence B,. Comme .%, (R) est fermé (c’est le Lemme , By € %, (R).

Soit B € <, (R) une valeur d’adhérence de (B,,) et soit ¢ : N — N strictement croissante telle
que B,y — B. Alors,

exp(B) = A — A(p(k) = exp(B(p(k)) — exp(E)

ie. exp(B) = exp(B) ; donc B = B = B, par injectivité de exp. Donc par le Lemme B, — B.
]
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16 Intégrale de Dirichlet

Il sagit ici de calculer l'intégrale de Dirichlet en utilisant les théoréemes classiques d’intégration.

Lemme 1.
Vy, teR", [e” V7D <1

Démonstration. Soienty,t € R*.Ona:

le V=D = Je Vel = e V|| "]

Or, e'! est un complexe de module 1 et yt =0, donc e ¥* < 1. D’ol1 le résultat. OJ
. . . [G-K]
Théoreme 2 (Intégrale de Dirichlet). On pose Vx = 0, 5107

F(x) — f+oo &me—xt dt
0 t

alors :
(i) F estbien définie et est continue sur R".
(ii) F estdérivable sur R} et Vx € R, F'(x) = ——1

T 1+x2°
P _ 00 i (t) _
(iii) F(0) = [y *=dr = 3.

Démonstration. PosonsVx € R* etVt € R}, f(x,1) = Sin—t(”e‘” ainsiqueVn = 1, F, (x) = fJ" f(x, ) dt. 2T
Ona:

— Vx =0, t— f(x,1t) est mesurable.
— Presque partouten ¢ > 0, x — f(x, t) est continue.
— Vx =0 et presque partouten ¢ >0, |f(x, )| <1, et t — 1 est intégrable sur [0, n].

On peut donc appliquer le théoreme de continuité sous l'intégrale pour conclure que F,, est
continue sur R*.
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Soientx=0etg=p=N=0.0na:

IF,(x) ~ F, ()| = quf(x,t)dt'

a et
= |Im [ e T —dt
v t
—(x=i)t
qe
f dt‘
p t

1 q e~ (x—Dt
- f (x-=1) dt‘
lx =il |Jp t

—(x-i)t
q e
f (x—=1) dt’
p t

IA

=<

q a1
f _(x_l')e—(x—l)t_d[’
p t

Nous allons réaliser une intégration par parties. Pour cela, posons :
— U =—-(x—)e " = y(t)=e ¥
— v() = % =9 y’([) = —#

Ce qui nous donne :

—(x=-i)t
fq(x—i)e t dt‘ -

p

ey~ [

p
e—(x—i)q e—(x—i)p q e—(x—i)t
+
p

qmnwmd4

- 2

at
q p

On applique maintenant le Lemme|1|:

e~ ¥4 o=(x=Dp g o=(x=DI 1 1 a1
- +f —df| = —+— +f —d

q p p 1 p q Jpt

11 (1)

p Lllp

D’ou: )
F (x)-F,(x)| <—
|Fy(x) = Fy ()] =

Donc la suite de fonctions continues (F,) vérifie le critere de Cauchy uniforme, et converge ainsi
vers F uniformément. En particulier, F est continue sur R™*.

Soit a > 0. f est dérivable par rapport a x et pour tout x €]a, +oo| et t € R* :

0
‘—f(x, t)‘ =|-sin(t)e | <e
0x
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On applique le théoréme de dérivation sous I'intégrale, qui donne :
+oo
Vx €la,+ool[, F' (x) :f —sin(t)e *"dt
0

En particulier, c’'est vrai sur R} car la dérivabilité est une propriété locale. Or VA > 0,on a:

A ] — p—(+0A
f e—(l+x)t dt — :
0 i+x
. A 1 —i+x
— lim | e "'df=—=
A—+00 Jo i+x 1+x?
) A , —i+x 1
— Im( lim e‘(’”)tdt) = Im( ) =—
A—+o0 Jo 1+x2 1+ x2

Or,
L A 3 A . +00
Im( lim e‘“””dt) = lim Im(e‘“””) dt :f —sin(f)e™*'dt = F'(x)
0

A—+o00 Jo A—+o0 Jo

En recollant les deux morceaux :

F'(x)=- *
0 =5 (+)
Soient x, y € RY. En intégrant () entre x et y, on obtient :
F(x) — F(y) = arctan(x) — arctan(y)
Mais,
+oo gin(t
Eol=| [ ( )e_ytdt‘
0 t
3 f+oo t sin(t) o] dy
0 t
+00
< f e Vtdt
0
B 1
y
T y—+o0 0
Il suffit donc de faire tendre y vers +oo pour obtenir :
b4
Vx>0, F(x)= E — arctan(x)
Ce qui, en faisant tendre x vers 0, donne :
+ in(t
F(O):f oo sin( )dt:z
0 t 2
O
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17 Lemme de Morse

En usant (certains diront plutot “en abusant”) du théoreme d’inversion locale, on montre le lemme
de Morse et on l'applique a l'étude de la position d’'une surface par rapport a son plan tangent.

Notation 1. Si f : R” — R est une application dont toutes les dérivées secondes existent, on
note Hess(f), 1a hessienne de f au point a.

[ROU]

Lemme 2. Soit A, € %, (R) inversible. Alors il existe un voisinage V de A, dans .#,(R) et une p209]
application v : V — GL,(R) de classe €" telle que
VAEV,A="y(A)Aw(A)
Démonstration. On définit 'application
MR - SR
M - 'MAM

qui est une application polynomiale en les coefficients de M, donc de classe €*. Soit H € .4, (R).
On calcule :

oI, +H)—pU,)="HAy+AH +'HAy+ H

="(AgH) + AgH + o(IlH |1*)
ou (||.|l désigne une quelconque norme d’algebre sur .#,,(R)). Ainsi, on a d(p,n (H) ="(AyH) + AyH.
D’ou
Ker(d(pln) ={Me,R)|AM € o, [R)} = A(;l.szfn(ﬂ%)

On définit donc

F={Me.,R) | AM € &,R)} =A%, (R)
eton a./,([R) = F & Ker(de, ). Ainsi, la différentielle d(p,z); est bijective (car Ker(d(¢f); ) =
Ker(de; ) n F = {0}).
On peut donc appliquer le théoréme d’inversion locale a ¢ : il existe U un voisinage ouvert de
I, dans F tel que (¢,) soit € I_difféomorphisme de U sur V = ¢ (U). De plus, on peut supposer
U < GL,,(R) (quitte a considérer U n U’ ou U’ est un voisinage ouvert de I,, dans GL,(R); qui
existe par continuité de det).
Ainsi, V est un voisinage ouvert de A, = ¢(I,,) dans .%,(R) vérifiant :

VAEV,A="(¢p) " (A A () (A)

Il suffit alors de poser ¢ = (¢, ) ~! (qui est bien une application de classe €') pour avoir le résultat
demandé. [
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Lemme 3 (Morse). Soit f : U — R une fonction de classe ¢° (o1 U désigne un ouvert de R"
contenant l'origine). On suppose :

— df, =0.
— La matrice symétrique Hess(f), est inversible.
— La signature de Hess(f), est (p, n — p).

Alors il existe un difféomorphisme ¢ = (¢, ...,¢,) de classe €' entre deux voisinage de
l'origine de R" V < U et W tel que ¢(0) =0 et

p n
VxeU,fx)-f0) =) ¢2x)— Y ¢(x)
k=1

k=p+1

Démonstration. On écrit la formule de Taylor a l'ordre 1 avec reste intégral au voisinage de 0, qui
donne :

1
F) =f(0)+df0(x)+[0 (1= S, (x, x) i
= f(x) - f(0) = 'xQ(x)x (%)

ol Q(x) estla matrice symétrique définie par Q(x) = fol (1 — t)Hessf;, dt (qui est une application
€' sur U car f est €° sur U).

Par hypothese, Q(0) = He%(f)" est une matrice symétrique inversible, donc en vertu du Lemme
il existe un voisinage 1} de Q(0) dans .#,(R) et une application v : V; — GL,,(R) de classe €" tels
que:

VA€V, A="y(A)Q0)y(A)

Mais, I'application x — Q(x) est continue sur U (puisque f est de classe €* sur U), donc il existe V,
voisinage de 0 dans U tel que Vx € 1,, Q(x) € V;. On peut donc définir I'application M = ¢ o Qy,,
qui nous permet d’écrire

Vx eV, Qx)="M(x)Q()M (x) (%)

Or, Q(0) est de signature (p, n — p), donc d’apres la loi d’inertie de Sylvester, il existe P € GL,, (R)
telle que

Ly

Q(O):fP(I” _ )P (% * *)

=D

Finalement en combinant (%) avec (* %) et (% * %), cela donne

Vx €V, f(x) = f(0) = “(PM (x)x)D(PM (x)x)

@(x)=PM (x)x ¢
— Vxel,, f(x)-f0)="px)De(x)

ce qui est bien I'expression voulue.

Il reste & montrer que ¢ définit bien un difféomorphisme de classe €’ entre deux voisinages de
l'origine. Notons déja que ¢ est de classe 6" car M I'est. Calculons la différentielle en 0 de ¢. Soit
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heV,;

@(h) — @) =PM(h)h
=P(M(0)+dM,(h) +o(lkI)h
=PM@O)h+o(|h])

d’ou dgy(h) = PM (0)h. Or, PM (0) est inversible, donc en particulier, d¢g, I'est aussi. On peut
appliquer le théoreme d’inversion locale a ¢, qui donne 'existence de deux ouverts Vet W
contenant l'origine (car ¢ (0) = 0) tel que ¢ = ¢, soit un ¢!-difféomorphisme de Vsur W. [

Application 4. Soit S la surface d’équation z = f(x, y) oi1 f est de classe 6> au voisinage de
l'origine. On suppose la forme quadratique d*f, non dégénérée. Alors, en notant Ple plan
tangentaSenoO:

(i) Si d?f, est de signature (2,0), alors S est au-dessus de P au voisinage de 0.
0 g g
(i) Sid? fo est de signature (0, 2), alors S est en-dessous de P au voisinage de 0.

(iii) Sid?f; est de signature (1,1), alors S traverse P selon une courbe admettant un point
double en (0, £ (0)).

Démonstration. Une équation cartésienne de P est donnée par
z—0=f(0)+dfy(x,y)
La différence d’altitude entre la surface S et le plan tangent P au point & € R? est donc donnée par

6(h) =f(h) - (f0)+dfy(h)

etle Lemme|3|permet d’écrire
6(h) = apy(h)* + B, (h)*

ol (a, B) désigne la signature de d*f, et ¢ = (¢;,$,) est un €' -difféomorphisme entre deux
voisinages de l'origine dans R?. En particulier, ¢, et ¢, ne s'annulent simultanément qu’en 0.

(i) Sid?f, estde signature (2,0), onad(h) > 0 pour h voisin de 0 et & # 0.
(i) Sid?f, est de signature (0,2), on a §(h) < 0 pour h voisinde 0 et & # 0.

(iii) Sid?f, estde signature (1,1), ona &(h) = ¢,(h)* — ¢,(h)? et S traverse P selon une courbe
admettant un point double en (0, f(0)).

O]
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18 Loid’inertie de Sylvester

Le but de ce développement est de montrer la tres connue loi d’'inertie de Sylvester qui donne
lexistence (et une forme d'unicité) de la décomposition d'une forme quadratique réelle en carrés de
formes linéaires indépendantes.

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie n = 1. Soit ® une forme quadratique sur E.

Notation 1. — On note @ la forme polaire associée a ®.

— SiT estune partie de E*, on note I'° son orthogonal (ie. I = {x € E | Vf €T, f(x) = 0}).

Lemme 2. Il existe une base de E qui soit ®-orthogonale.

Démonstration. On procede par récurrence sur 7.
— Sin =1 :iln'y arien a montrer, tout base est ®-orthogonale.

— On suppose le résultat vrai a un rang n = 1 et montrons le au rang n + 1. Si ® = 0, alors tout
base de E est ®-orthogonale. Sinon, il existe v € E tel que ®(v) # 0. Dans ce cas, 'application
f =¢(v,.) estune forme linéaire non nulle sur E.

H =XKer(f) estun hyperplan de E et comme v ¢ H,ona E = H @ Vect(v). Or,dim(H) = n—1,
donc on peut appliquer I'hypothese de récurrence a @, et on obtient une base 8 de H qui
est ®-orthogonale. En particulier, 8 U {v} est une base ®-orthogonale de E.

O

Théoréme 3 (Loi d’inertie de Sylvester).

p p+q
Ip,qeNet3fy,..., [ € E” tels que © = Y IfE= Y 112
i=1 i=p+1

ol les formes linéaires f; sont linéairement indépendantes et ou p + g < n. De plus, ces
entiers ne dépendent que de ® et pas de la décomposition choisie.

Le couple (p, g) est la signature de @ et le rang @ est égala p + g.

Démonstration. Soit 8 = (ey, ..., e,) une base ®-orthogonale (dont I'existence est assurée par le
Lemme. En posant Vi € [1,n], 1; = ®(e;),on a

Vx € E quelon écritx = x,¢e, + - + x,,¢,, P(x) =

n
i=

n
Ixilztb(e,-) = Z/lilxilz
1 i=1
Chaque A; est strictement positif, strictement négatif, ou nul. Quitte a les réordonner, on peut
supposer

/",1,...,/’\,’) >0,/",p+1,...,/",p+q <0, et/lp+q+1 = :An =0
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Pour i € [1,p], on peut écrire A; = w? et pour i € [p + 1,p + g], on peut écrire 1; = —w? o les
w; € R*. On définit :
Vie[l,q].f; = w;e}

Ainsi définies, les formes linéaires f; sont linéairement indépendantes et on obtient bien :

P q
o=) Ifil*= 2 Ifil? ()
i=1 i=p+1
Reste maintenant a montrer I'indépendance de p et de g vis-a-vis de la décomposition choisie.

Soit donc

! !

O = |gi|2_ Z |gi|2 (%)

1 i=p'+1

S

~.
I

une autre écriture en carrés de formes linéaires indépendantes. Supposons p' # p avec par
exemple p’ > p. Complétons g, .-+, &y+q €N Une base g,...,g, de E*. Dong, la famille I' =
(fiseeesfpr &1y ---» &) st de cardinal p + n — p’ < n. Elle ne peut donc pas former une base de E*.
Donc

dim(I) = dim(E*) —dim(') = 1

Par conséquent,
dx # 0 tel que f;(x) = --- :fp(x) =gy (X)==g,(x)=0
Donc ®(x) < 0 par (x). Supposons par I'absurde que
gx)=-=g,(x)=0

Comme (g;)e1,,) €St une base de E* et que x s'annule sur cette base, ona x = 0: c'est absurde.
Dong, il existe i € [1, p'] tel que g;(x) # 0. En particulier ®(x) > 0 par () : contradiction. Ainsi,
p = p'. On montre de méme que g = q'.

Dans la base ®-orthogonale (e, ..., e,), la matrice de ® est

I, 0 0
0 -1, 0
0 0 O
d’ou le rang de ®. O

La preuve de [GOU21] est un peu décousue. Il faut savoir recoller les morceaux pour bien montrer
existence et “unicité” de la décomposition.
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19 Méthode de Newton

On démontre ici la méthode de Newton qui permet de trouver numériquement une approximation
précise d’'un zéro d’'une fonction réelle d’'une variable réelle.

Théoréme 1 (Méthode de Newton). Soit f : [c, d] — R une fonction de classe € strictement
croissante sur [c, d]. On considere la fonction

lc,d] — R
¢ fx)
X — X — m

(qui est bien définie car f' > 0). Alors :
(i) Aa € [c,d] tel que f(a) = 0.
(ii) Ja >0telquel = [a — a,a + a] est stable par ¢.

(iii) La suite (x,,) des itérés (définie par récurrence par x,,, = ¢(x,) pour tout n = 0)
converge quadratiquement vers a pour tout x, € I.

Démonstration. Soit x € [c,d]. Comme f(a) = 0, on peut écrire :

px)—a=x—a-— f—(x;/;:;(a)
_fl@-fx)-(a - x)f"(x)
fx)

Or, la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 donne l'existence d’'un z €]a, x| tel que

1
fla)=fx)+f'(x)(a—-x)+ Ef”(z) (a—-x)?
1
= fl@-fx)-fx)(a-x)= Ef”(Z)(“_x)z

D’ou: )
—_ - Z — 2
px)—a= 27 ) (x —a) ()

Soit C = M&elea /1

- . * :
BN e 0] Par (%), on a

Vxe€lc,d], |ox)—al<Clx—al?
Soit maintenant a > 0 suffisamment petit pourque Ca <letquel = [a—a,a+a] < [c,d]. Alors:
xel = |px)—al<Ca’<a

(la premiere inégalité se voit en faisant un dessin, et la seconde vient du fait que Ca < 1). D'oll
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@I)< I Etsixoel,onadoncVneN,x,clet

| X401 —al =lex,) —al

<Clx,-al?

DouClx, —al < (Clxy— a))?" < (Ca)?" ot Ca < 1. On a donc bien convergence quadratique de

la suite (x,,) vers le réel a. ]
) g . . . . , [DEM]
Remarque 2. On suppose que I'on connaisse une approximation grossiere du point que I'on
nomme Xx.
X
Lidée de la méthode est de remplacer la courbe représentative de f par sa tangente au point
Xo:
¥ = [ (x) (x — x) + f (%)
Labscisse x,; du point d’intersection de cette tangente avec I'axe des abscisses est donnée
par
(xp)
xl = xO - f‘, 0
J'(x)
d’ou le fait d’itérer la fonction ¢ : x — x — %
X)
5 S g PRRRY - [ROU]
Corollaire 3. En reprenant les hypotheses et notations du théoreme précédent, et en sup- p157]

posant de plus f strictement convexe sur [c, d], le résultat du théoreme est vrai sur I = [a, d].
De plus :

(i) (x,,) est strictement décroissante (ou constante).

. "(a) 2
(ii) x,.,—a~ %(xn —a)” pour x, > a.

Démonstration. La dérivée f' est strictement croissante (car f est strictement convexe) sur ] c, d|.
Ainsi, soit x € [a,d]. Si x = a, on a ¢(x) = x, et la suite (x,) est alors constante. Supposons

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

53 Méthode de Newton

maintenant x > a.Ona: o
>

fx)

X

— f_’(x) <X
>0

px)=x

Et par (%) (de la démonstration précédente), 3z €]a, x| :

_ fll (Z)
2f'(2)

(x—a)?>0 < ¢px)<a

px)—a

Ainsi, I = [a, d] est stable par ¢ et pour x €]a, d], ona x,, €]a, d] pour tout n € N et la suite (x,,) est
strictement décroissante. La suite (x,,) admet donc une limite ¢ vérifiant p(¢) = ¢ < f({) =0
ie. ¢ = a par unicité. Comme dans le théoreme précédent, la convergence est quadratique :

0<x,,,—a<C(kx,—a)
Enfin, si x, €]a, d], on a comme dans (*) :

Xpy1 —a _ f”(zn)
(x,—a)?  2f'(x,)

VneN, x, >aet

ol z, €]a, x,[ (d'apres la démarche effectuée pour obtenir (*)). On fait tendre n vers I'infini et la

"
fraction de droite tend vers g f,((‘;)) ; d’ou1 le résultat. O]

Remarque 4. Lajout de '’hypothése de convexité a la méthode de Newton, nous permet de
nous affranchir de 'intervalle I tout en gardant la méme vitesse de convergence.
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20 Nombres de Bell

En utilisant les propriétés des séries entiéres, nous calculons le nombre de partitions de l'ensemble

[1, n].

. [Gou21]
Théoréeme 1 (Nombres de Bell). Pour tout n € N*, on note B, le nombre de partitions de p314

[1, n]. Par convention on pose B, = 1. Alors,
1 +00 flk

VkeN*,B,=—) —
e —o n!

Démonstration. Notons que clairement B, = 1. Soit n € N*, exprimons B,,,; en fonction des
termes précédents. Pour tout k < n, on note E; 'ensemble des partitions P de [1, n + 1] tel que la
partie de P qui contient 'entier n + 1 est de taille k + 1. Choisir une partition dans E}, c’est choisir
k entiers de [1, n] (ceux de 'ensemble qui contient n + 1 dans la partition), puis construire une
partition des n — k éléments restants. Donc |Ey| = ({))B,,_.-

Comme E|, ..., E, forment une partition de 'ensemble des partitions de [1, 7 + 1], on obtient :

L of (4 D Y B L of ()

k=0 k=0 k=0

A toute partition P de [1, n], on peut associer une permutation gp € S,,, qui est le produit des
cycles de supports les éléments de P. On construit ainsi une application P — o, injective. D'ou :

B,<IS,| =n!

On en déduit en particulier que % < 1. En vertu du lemme d’Abel, le rayon de convergence R de
e . LN Bn n e . ) 2z b P .
la série entiere }° -2 x" est supérieur ou égal a 1. On peut donc définir

B . ] _RrR[ - R
' X — Yt %x
eten dérivant, Vx €] - R,R|[:
+00 l;
B'(x)= Y —Zxn
n=0 n!

(%) +oo_1_ n (n "
B =o N! (,;O(/c)Bk)x

1 n
= (kzo k! (n— k)')

On reconnait 1a le produit de Cauchy suivant :

' M

, B +oo [ n g%k 1 n_ +aol;n n +00 5Zi 3 ;
Bl = Z(kzo k! (n—k)!)x _(Z P )(Z n!)_B(x)e

n=0 n=0 n=0

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

55 Nombres de Bell

Reste a résoudre cette équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 :
B(x) = Ae®

Or, B(0) = By=1=Ae'. Dot B(x) = Le®.

La série entiére définissant I'exponentielle a un rayon de convergence infini. On peut écrire, pour
toutzeC:

On va appliquer le théoréme de Fubini-Lebesgue a u,, () (oi1 z € C est fixé) :

+00 +00 +o0 phlzl 2l

> > Nup (@)=Y =e® <+oo
e ’ o 1!

n=0k=0 n=0

Donc on peut intervertir les signes de sommations. Pour tout x €] - R, R,

B(x) = e

O T Y I I N I o ]
o
(=}

Par unicité du développement en série entiere d'une fonction, on en déduit, par identification
des coefficients :
1t pk
VkeN* By=-Y —
e —o n!

]

La partie sur le dénombrement (au début de la preuve) est un peu technique. N’hésitez pas a
passer du temps dessus et a 'y réfléchir en faisant des exemples.
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21 Projection sur un convexe fermé

On montre le théoréme de projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert réel en utilisant
les suites de Cauchy et des propriétés du produit scalaire.

Soit H un espace de Hilbert réel de norme |.|| et dont on note (.,.) le produit scalaire associé.

.y ) . [L1]
Lemme 1 (Identité du parallélogramme). Soient x,y € H. Alors : P32

lx + y I+ llx = y 1> = 20 x1* + Iy 1)

Démonstration. D’une part,
Ix+ylI?=(x+y,x+y) = Ix1*+ Iy1* +2(x,y)

D’autre part,
Ix =yl =(x—y,x—y)=lxlI*+ llyll* = 2{x,y)

En additionnant les deux lignes, on obtient bien I'égalité voulue. [
Remarque 2. Linterprétation géométrique de cette égalité est que dans le parallélogramme

formé par les vecteurs x et y, la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des
carrés des coOtés.

P . ) . ) . [Gouzo0]
Théoréme 3 (Projection sur un convexe fermé). Soit C < H un convexe fermé non-vide. 277

Alors :
Vxe H,qlye Ctelque d(x,C) = in’cfllx -zl =d(x,y)
ZE

On peut donc noter y = P-(x), le projeté orthogonal de x sur C. Il s'agit de I'unique point
de C vérifiant
VzeC,{x—Ps(x),z—P(x)) <0 (%)
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Démonstration. Soit x € H. Posons 6 = d(x,C). Par la caractérisation séquentielle de la borne
inférieure, il existe (y,) une suite de Ctelle que || x — y, | — . Montrons que (y,,) est une suite de
Cauchy. On applique le Lemme/[1]:

2 2
I I

VP;CIEN, ||(x_yp)+(x_yq)”2+”yp_yq :2(||x_yp +||x_yq”2) (**)

Or, Cest convexe. Donc Vp,qg €N, y’”Ter" € C.Par définition,

+
==
2

1

= l(x—y,) + x -y, > = 46°
Par (xx*), quand p,q — +00:

1y, = ¥gll <2001 x =y, 12 =6%) + (lx = y, 12 =6%) — 0
.52 .52

Ainsi (y,,) est une suite de Cauchy de H qui est complet, donc (y,,) converge vers y € H. Mais, C est
fermé et (y,,) est une suite de C, donc y € C.

Montrons maintenant que y est unique. Soit z € Ctel que § = ||x — z||. On définit la suite (z,,) par

y sinestpair
VneN, z, = ) ] )
Z sl nestimpair

Cette suite vérifie Vn e N, |x — z,, | = 6 donc en particulier ||x — z,,|| — §, et on peut tout-a-fait
refaire le raisonnement précédent pour montrer que (z,,) converge (vers y = z, donc). Ainsi, on a
bien existence et unicité du projeté.

Soit y € Cvérifiant (*). Montrons que y = Pq(x). Vz € C,

lz=x?=l(z—y)—(x-MI?
=llz=yl*+llx-ylI*-2(z-y,x - y)
>z—yll*+llx—yl?

2
= |lx -yl

ie. |[z—x| = llx —yll. De plus, y € C,donc d(y,C) = d(x,C). D'ou y = Px(x).

Montrons maintenant que P.(x) vérifie bien (x). Vz € C, on a

lx =zl = llx = Po(x) |12
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Or, en développant :

lx —zl1? = | (x — Po(x)) — (z = Po(x)) |12
= |lx = Po(x)I* + 1z = Po(x) |I* = 2{x — Po(x), z — Po(x))

> ||lx - Pe)1?
D’ou, par la derniere inégalité,
lz — Po(x)|? = 2{x — P(x),z — Po(x)) = 0 (s % %)
Soit maintenant z, € C. On va appliquer (* * %) az = Azy+ (1 — A1)z, € Cpour A €]0,1] :

A%\ zg + Po(x) 1> — 2A{x — Po(x), 2y — Po(x)) = 0
= Allzg + Po(x) 1% — 2(x — Pp(x), 2y — Po(x)) = 0

"= 2(x = Po(x), 2 — Po(x)) 2 0

ce que l'on voulait. [

Remarque 4. (*) traduit le fait géométrique que 'angle du vecteur P.(x)x avec Pq(x)z est
obtus pour tout z € C. En effet, en notant cet angle 8, ona pour z € C:

(x = Po(x),2 = Pp(x)) = l|x — Po(x) |z — Pe(x) || cos(0)

et si 0 est obtus, on a bien cos(0) < 0.

I Corollaire 5. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors F & F* = H.

Démonstration. Six € F n Ft, alors ||x|| = (x, x) = 0, et donc x = 0. Montrons maintenant que
F + F* = H. Soit x € H. Comme F est un convexe fermé de H (en tant que sous-espace vectoriel
fermé), on peut appliquer le Théoreme 3| Ainsi, il existe un unique Pg(x) € F tel que d(x,F) =
d(x, Pp(x)) et

VzeF,{(x—Pp(x),z—Pp(x))<0 (%)

Soit z, € F. on peut appliquer (¥) az =z, :
(X = Pp(x),2yg— Pp(x)) <0
On va également appliquer (¥) a z = —zy+ 2Pp(x) € F:
(X = Pp(x),—2p+ Pp(x)) =0 < (x—Pp(x),2g— Pp(x)) =0
Ce qui montre que I'inégalité de (*) est en fait une égalité. On en tire :

VzeF,{(x—Pp(x),2) =(x —Pp(x),z2 — Pp(x)) —(x — Pp(x),0 - Pr(x))=0
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donc x — Pr(x) € F*. En conclusion, ona:

x = Pp(x)+x — Pp(x) € F+F*
S—_—— SY——
eF eFL

et on a donc bien la somme directe H = F & F*. O]
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22 Simplicité de A, pour n =5

On montre que A,, est simple pour n =5 en montrant dans un premier temps le cas n = 5, puis en
s’y ramenant.

. ) [PER]
Lemme 1. Les 3-cycles sont conjugués dans A, pour n = 5. P15
Démonstration. Soient a = (al a, ag) etf= (bl b, b3) deux 3-cycles. Soit o € S,, telle que
Vie [[].,3]], U(ai) = bi
On a deux possibilités pour o :
— 0 est paire. Alors o € A,,, et le résultat est démontré pour «a et £.
— o est impaire. Comme n = 5, il existe ¢, ¢, tels que ¢;, ¢, ¢ {b;, b,, b;}. On pose alors 7 =
(cl 02), etona
(to) (al a, a3) (o) = (bl b, b3)
avec 7o paire. Le résultat est encore démontré pour « et f.
O
. [ROM21]
Lemme 2. A, est engendré par les 3-cycles pour n = 3. P9
Démonstration. Montrons tout d’'abord qu'un produit de deux transpositions est un produit de
3-cycles. Soient a = (a1 az) et f= (bl bz) deux transpositions. Si @ = B, alors a8 = id = o3 ou1
o désigne n'importe quel 3-cycle.
Si a # B, on a deux possibilités :
— Leur support comporte un élément commun: a, = b, = ¢c. Donc a = (c az) etf= (c bz)
avec ¢, a,, b, distincts. Donc af = (az, c, bz).
— Leur support n'a pas d’élément commun. Dans ce cas a,, a,, a,, b, sont distincts et a§ =
(al a, bl) (az b, bz).
Soit maintenant o € A,,. Comme o est paire, on peut la décomposer en un produit d'un nombre
pair n de transpositions :
n-1
o= H TiTiv1
i=1
qui est bien un produit de 3-cycles. [
[p-68]

Lemme 3. Les doubles transpositions sont conjuguées dans A,, pour n = 5.

Démonstration. Soient a = (al bl) (01 dl) (el) etf= (az bz) (cz d,z) (ez) deux doubles trans-
positions. Il suffit de prendre o € A; telle que o(a,) = a,, o(b;) = b, et o(e;) = e, pour avoir
caoc™' = B. O
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Lemme 4. A; est simple.

Démonstration. Commencons par décrire les types possibles des permutations de A5 (le “type”
d’'une permutation désigne les cardinaux des supports des cycles apparaissant dans sa décompo-
sition en cycles disjoints).

Type de permutation Nombre de permutations
(1] 1

3] 223 =20

[5] Sxxdxed =24

[2,2] F32 15

Soit H < A5 tel que H +# {id}. Montrons que H = A;.

— Si H contient une permutation de type [2,2], alors par le Lemme (3} il contient toutes les
permutations de type [3].

— Si H contient une permutation de type [3], alors par le Lemmell, il les contient toutes.

— Si H contient une permutation de type [5], 0 = (a b ¢ d e), il contient alors le commu-

(a b c)a(a b c)_la_lz(a b c)a(c b a) -1
=(a b c|(o@ o) o@)
:(a b c)(d )
=(b a a

qui est un 3-cycle. Par le Lemmel|l} il les contient tous.

Or, H ne peut pas vérifier qu'un seul des points précédents en vertu du théoréme de Lagrange,
carni 16 = 15+ 1, ni 21 = 20 + 1 ne divisent |A;| = 60. Donc H vérifie au moins deux des points

précédents, et ainsi |[H| =1+ 15420 = 36. Donc |H| =60 et H = A;. O]
Siles théorémes de Sylow sont mentionnés dans le plan, il est préférable de mentionner 'argument [PER]
suivant. - 28

Remarque 5. Dans le raisonnement précédent, si H contient une permutation de type [5]
(qui est donc d’ordre 5), alors H contient le 5-Sylow engendré par cet élément. Or, on sait
par les théoremes de Sylow que les sous-groupes de Sylow sont conjugués entre eux. Donc
H contient tous les 5-Sylow et donc contient tous les éléments d’ordre 5.
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I Théoréme 6. A,, est simple pour n = 5.

Démonstration. Soit N < A,, telque N # {id}. L'idée générale de la démonstration et de se ramener
au cas n = 5 al'aide d’'une permutation bien spécifique.

Soit o € N \ {id}, il existe donc a € [1, n] tel que o(a) = b + a. Soit ¢ € [1, n] différent de a, b et
o(b).OnposeT = (a c b) €A, (onat™!= (a b c)). Soit p =101 !0, Par calcul :

p:(a c b)a(a b c)a‘lz(a c b)(a(a) o(b) a(c))

Notons bien que p # id (en tant que produit de 3-cycles, car o (b) # ¢, donc p(b) # b par calcul).
Or, 707! € N car N est distingué et 0! aussi car N est un groupe, donc p € N.

Notons & ={a, b, c,0(a),o(b),o(c)}. Comme o(a) = b, | F| < 5. Quitte a rajouter, au besoin, des
éléments a &, on peut supposer que |%| = 5. On pose

AF) ={a €A, |Vie[L,n]\F, ali) = i}

le sous-groupe de A,, contenant les éléments quilaissent fixes [ 1, n]\.%. Sion pose & = {a,, a,, as, a4, as},
on a une bijection entre & et [1,5] :

F —[1,5]

ai'—’i

Donc A(Z) et A; sont deux groupes isomorphes (en effet, une permutation n'agissant que sur &
peut s'identifier a une permutation n‘agissant que sur [1,5]). De plus, par le Lemme comme Ag
est simple, A(Z) l'est aussi.
Soit Ny = N n A(F). N, < A(F), en effet, soient a € Ny et f € A(F) :

— Bapf! € A(F) car A(ZF) est un groupe.

— BaBf e Ncar N < As.
En particulier, N, est distingué dans A(%) qui est simple. De plus, p € N, (car Supp(p) < & et
e(p) = (-=1)® =1 donc p € A(Z), et on avait déja p € N). Donc N, # {id}, et ainsi N, = A(Z). On en
déduit :

A(Z)=Nn AF) (*)

Finalement, 7 est un 3-cycle qui n'agit que sur &, donc 7 € A(%) et par (*), 7 € N. Or, T est un
3-cycle et les 3-cycles sont conjugués dans A,, (par le Lemme(1)) donc N contient tous les 3-cycles.
Et comme ceux-ci engendrent A, (par le Lemme[2), ona N = A,,. [
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23 Suite de polygones

Il sagit ici d’étudier une suite de polygones a laide de déterminants classiques, et de montrer quelle
converge vers l'isobarycentre du polygone de départ.

o [Gou21]
Lemme 1 (Déterminant circulant). Soient n € N* et a, ..., a, € C. On pose w = eZT . Alors 153
a, a, ... G,
a, 1 Gy ... G, 5| "= -
e "2 =[] P(e))
a j=0
a a, .. a
ouP =Yy}l a X~
Démonstration. On définit
ao al s an_l
a,_, a a,._ 1) (i—
A=t 70 " “le, (€ etQ= (@ DV ) jeqin) € A, (©)
a a, .. a
Pour i = 2, la i-iéme ligne de A est
(an—i+1 e Gpy Gy e an—i—Z)
Si on multiplie cette ligne par la j-ieme colonne de Q, on obtient le coefficient
Ap_ii1 + an—i+2wj_1 4oeee aow(i—l)(i—l) + alw(f_l)i 4oeee an_i_zw(i—l)(n—l)
= a)(]_l)(l_l) (ao + alw‘]—l + -+ an_lwu_l)(n_l))
— w(i—l)(i—l)P(wj—l)
et c'est encore vrai pour i = 1 puisque w° = 1. Donc la j-ieme colonne de AQ est égale a la j-ieme
colonne de Q multipliée par P(w/'~!). Ceci entraine que
det(A) det(Q) = det(AQ) = P(1)P(w) ... P(w" 1) det(Q)

et le déterminant det(Q2) est non nul (en tant que déterminant de Vandermonde a parametres
deux-a-deux distincts). D’ol1 :

det(A) = P(1)P(w) ... P(w™ ™)

O
[I-P]
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Théoreme 2 (Suite de polygones). Soit P, un polygone dont les sommets sont {z, y, ..., Zg ,,}.
On définit la suite de polygones (P,) par récurrence en disant que, pour tout k € N*, les

sommets de P, ; sont les milieux des arétes de P,.

\w

Alors la suite (P;.) converge vers 'isobarycentre de F,.

Zk,1
Démonstration. On identifie P, au vecteur colonne Z, =| : | e C".Ils’agit de montrer que la
Zsz
g
suite (Z;.) converge vers | : | ou g désigne I'isobarycentre de P,.
§

En utilisant la notation matricielle, la relation de récurrence s’écrit

1 1
s 3 % (1) .. 0
k172k,2 1 1 .. .
2 0 2 2 : :
Vk e ﬁd,23k+1 = : ::14£Zk OUA= : K . :
ZkntZra 0 o 1 1
2 2 2
L 9 o 1L
2 2

Par une récurrence immédiate (c'est une suite géométrique), on a donc Vk € N, Z; = A*Z,. Il suffit
donc de montrer que (A¥) converge dans .#,,(C) (muni d’une norme quelconque par équivalence
des normes en dimension finie).

Pour cela, étudions les valeurs propres de A :

ay, 4 ap
a,_1 a a,_
ya=detA-XxI1)="1 "° n-2
a, a, ay

avec a, = % -X,a, = % et Vi > 2, a; = 0. On reconnait le déterminant circulant du Lemmeet en
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i

posant P(Y) = Zz;é a.Y*etw= e’n la formule du déterminant circulant nous donne :

n n [(n-1 n n
1= [1Pwh = H(Z akwkf) =115 -x+50/) =113 -)
=1 ji=1

J j=1\k=0 j=1 J

ouA; = # Etcomme A; = A; < i =j, le polynéme y, est scindé a racines simples. Donc
3Q € GL,,(C) telle que A= QDQ™! et D = Diag(A4, ..., A,,). Or pourj # n,

ijm ijm

ijren +e n

Ainsi, /1}“ — 0sij < n,donclasuite (A% converge dans .#,,(C) vers lamatrice B = QDiag(0,...,0, Q™!
par continuité de I'application M — QM Q™.

On pose donc X = BZ,, de sorte que la suite (Z;.) converge vers X. Par continuité de M — AM, la
limite X vérifie forcément X = AX ie. X est vecteur propre de A associé a la valeur propre 1. Or

1
I'espace propre de A associé a la valeur propre 1 contient le vecteur | : | et est de dimension 1
1
(car y, possede n racines distinctes), donc il est engendré par ce vecteur. Ainsi, il existe a € C tel
a
que X =| : |ie. (Z;) converge vers le point d’affixe a.
a

Enfin, on remarque que si g est I'isobarycentre de P,, il est aussi égal a celui de P, pour tout k
(que 'on note g;.) car pour tout k = 1:

1 & Zg,i t 21,1 1

12 1
= — 1.3 = — = — Z1_1:= _
8k nl; k,i nlzzl > n;kl,l 8k-1
a
(en considérant les indices i modulo 7). Or, la suite (Z;) converge vers | : [, etla fonction ¢ qui a
a

n points du plan associe son isobarycentre est continue. Donc,
& =9Z) —ola,..,a)=a

et comme pour tout k, g, = g, onabien g = a. ]
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24 exp:.4,[R) — GL,(R) est surjective

Dans ce développement, on démontre que l'exponentielle de matrices est surjective en utilisant des
théoremes danalyse.

[1-P]
Lemme 1. Soit M € GL,,(C). Alors M~ € C[X] (ie. M ! est un polyndéme en M). [p- 399

Démonstration. D’apresle théoréme de Cayley-Hamilton, y,,(M) = 0.Or, ennotant y,, = >} _, @; X k
onaay, = (—1)"det(M), dolu

0=M"++a,M+(-1)"det(M)I,

Ennotant Q = X" '+a, X"+ +a,X + a,, on en déduit que (-1)"*' det(M)I, = Q(M)M.

I)’Otl n+1
a_ D

det(M)

ce qu’il fallait démontrer. O

QM) e C[M]

Lemme 2. Soit M € .4, (C). Alors, exp(M) € GL,,(C).

Démonstration. M et —M commutent, donc
exp(M)exp(—M) =exp(M — M) =1, = exp(—M) exp(M)
Ainsi exp(M) est inversible, d'inverse exp(—M). [

I Notation 3. Soit C € .#,,(C). On note C[C]* = C[C] n GL,,(C).

Lemme 4. Soit C € .#,(C). C[C]* est un sous-groupe de GL,, (C).

Démonstration. — I,eC[C]et], e GL,(C),donc I, € C[C]".
— Soit M € C[C]*. Comme M € GL,(C), M ! existe, est inversible, et, par le Lemme Mle
CIC].

— Enfin, C[C]"* est clairement stable par multiplication.

Lemme 5. exp est différentiable en 0 et,

dexp, =1,
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Démonstration. Soit H € ./, (C).

+oo 17k
exp(0+H)—exp(H) = —_—
=0 k!
+oo 17k
=I,+H+ ) —
" i— k!
Soit [|.]| une norme d’algebre sur .#,(C).Ona:
400 Hk +00 Hk
el RPN ey
k=2 € k=21l K:
o |H | ¥
<
= k!
— e||H|| —|H| -1

En effectuant un développement limité de 'exponentielle réelle a l'origine, on obtient bien
k
|zt 22| = otlm . 0

I Théoréme 6. exp : .#,(C) — GL,(C) est surjective.

Démonstration. Fixons C € .4, (C) pour le reste de la démonstration. Comme C[C] est un sous-
espace vectoriel de 'espace .#,,(C), il est de dimension finie et est donc fermé. En particulier,
exp(C) € C[C]. Le Lemme combiné au Lemme nous dit que exp : C[C] — C[C]* est bien
définie. Il s’agit de plus d'un morphisme de groupes. En effet, VA, B € C[C], on a AB = BA, d’'ou
exp(A) exp(B) = exp(A + B) = exp(B) exp(A).

Montrons que C[C]* est un ouvert connexe de C[C]. Notons qu’il s’agit bien d’'un ouvert de C[C],
car c'est 'intersection de C[C] avec GL,,(C) qui est ouvert dans .#,,(C). Ensuite, soient A, B € C[C]".
On pose

P =det(1-X)A+XB)

Pne s’annule ni en 0, ni en 1 par inversibilité de A et B. P a un nombre fini de racines car n'est pas
nul : on peut trouver une fonction continue vy : [0, 1] — C qui évite ces racines. Ainsi,

Vtel[0,1], 1-y()A+y(®)BeC[C]”

donc C[C]* est connexe par arcs, donc est en particulier connexe.

Il s’agit maintenant de montrer que exp(C[C]) est un ouvert-fermé de C[C]*. Commencons par
montrer qu’il est ouvert en montrant qu’il contient un voisinage de chacun de ses points. Par le
théoréme d’inversion locale appliqué & exp : C[C] — C[C] (qui est bien €' sur I'espace de Banach
C[C] et, parle Lemme det(dexp,) # 0) : il existe U un voisinage de 0 dans C(C) et un ouvert V
de C(C) contenant exp(0) = I,, tels que exp : U — V soit un difféomorphisme de classe €. Soit
A € C[C]. Posons
~C[C] — CIC]
Ia: M — exp(A)'M
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et montrons que exp(A)V :f'l(V).Pour tout Be 'V, f,(exp(A)B) = exp(A) (exp(A)B) =B €V,
doncexpA)V < f1(V).

Soit B € f~1(V), alors f,(B) € V. Or, f,(B) = exp(A) ' B, donc B = exp(A)f,(B) € exp(A)V. On en
déduit que exp(A)V = f1(V) et que exp(A) V est un ouvert par continuité de f.

Comme V contient [,,, exp(A) V est un voisinage de exp(A). Or, exp(A) V est inclus dans C[C] car
pour tout B € V, il existe M € C[C] tel que exp(M) = B. Ainsi,
exp(A)B = exp(A) exp(M) = exp(A + M) € exp(C[C])

On en déduit que exp(C[C]) est un ouvert.

Posons maintenant O = C[C]* \ exp(C[C]) et montrons que

0 = | Aexp(CIC]) (%)
AeO

Soient A € O et B € exp(C[C]). Alors AB € C[C]*. Supposons par 'absurde que AB € exp(C[C]).
1l existe donc M € exp(C[C]) tel que AB = M et A= MB™'. Comme exp(C[C]) est un groupe
multiplicatif, alors A € exp(C[C]) : absurde. On conclut que

L Aexp(CIC) €O

AeO

Réciproquement, supposons que M € O. Comme I, € exp(C[C]), alors M € Mexp(C[C]). On en
déduit (), ainsi que la fermeture de exp(C[M]) par passage au complémentaire.

exp(C[M]) est un ouvert fermé non vide (car contient I,,) de C[M]", alors exp(C[M]) = C[M]".
Pour conclure, si M € GL,,(C), alors M € C[M] et donc M € C[M]*. Ainsi, M € exp(C[M]), et exp
est bien surjective. [

I Application 7. exp(#,[R)) = GL, (R)?, oi1 GL,, (R)? désigne les carrés de GL,, (R).
Démonstration. Soit M € 4 ,(R). Alors,
M 2
exp(M) =exp (?)
d’ol1 exp(#,,(R)) < GL, (R)?. Réciproquement, soit A € GL, (R)?. Posons B = A%. D’aprés le Théo-

réme|6}
AP € C[X] telle que A = exp(P(A))

Comme A est une matrice réelle, alors en passant au conjugué, on obtient A = exp (P(A)). Ainsi,
B =A% =exp((P + P)(A)) € exp(H,,(R))

d’ot1 GL,, (R)* < exp (4, (R)). O
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25 Théoreme central limite

En établissant dabord le théoreme de Lévy, on démontre le théoreme central limite, qui dit que si

(X,,) est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées admettant un moment dordre

2, alors Tt Xy nbX)) converge en loi vers A& (0, Var(X,)).
N

I Notation 1. Si X est une variable aléatoire réelle, on note ¢y sa fonction caractéristique.

Théoreme 2 (Lévy). Soient (X,,) une suite de variables aléatoires réelles définies sur un
espace probabilité (2, «/,P) et X une variable aléatoire réelle définie sur le méme espace.

Alors :

(d) .
X, — X < ¢x, converge simplement vers ¢y

Démonstration. Sens direct : On suppose que (X,,) converge en loi vers X. Pour tout ¢ € R, la
fonction g, : x — e''* est continue et bornée sur R. Donc par définition de la convergence en loi :

nl—i»IPoo[E(gt(X")) = E(g,(X))

ce que l'on voulait.

Réciproque : Soit ¢ € L, (R). On suppose que sa transformée de Fourier, f = ¢ appartient égale-
ment a L, (R). Alors
E(f(X,) = [E(f e”Xn(p(t)dt)
R
Comme la fonction (w, ) — e'*»@ (1) est intégrable pour la mesure P ® A, on peut appliquer le
théoreme de Fubini-Lebesgue pour intervertir espérance et intégrale :

E(f (X)) = fR E(e™n)gp(r)dt

On définit maintenant la suite de fonction g, : t — E(e’"®7)¢(¢). Alors :
— VneN, g, est mesurable.
— Lasuite de fonction (g,) converge presque partout vers g : t — E(e''¥)¢(t) par hypothese.
— VneNetpp.enteR,|g,t) <E(e!™ ]pt) <PQ)|p()] = |p(t)| avec || € L, (R).

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir

E(f(X,) — fR E(e™)(t)dt = E(f (X))

Ainsi, le résultat est vrai pour toute fonction L, (R) dans I'image de L, (R) par la transformée de
Fourier. En particulier, il est vrai pour tout f € % (R), dense dans (¢ (R), ||.]l..)- Soient maintenant

agreg.skyost.eu

[Z-Q]


https://agreg.skyost.eu

70 Théoreme central limite

f € €(R) et (f;.) une suite de fonctions de . (R) qui converge uniformément vers f. Alors,

IE(f (X)) —E(F ) = [E(f (X)) — E(fi X)) + E(fie (X))
— E(fi X)) + E(fi, XO) —E(F (XD
< 20f = filloo + IE(fi (X)) — E(fie XD)I

—0

O
Lemme 3. Soient u, v € C de module inférieur ou égal a 1 et n € N*. Alors
|z" —u"| < n|z— ul
Démonstration. |z" —u"| = |(z - u)Zk OZ kun=1=k| < nlz - ul. O

Théoreme 4 (Central limite). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes de méme loi admettant un moment d’ordre 2. On note m I'espérance et o> la variance
commune a ces variables. On pose S,, = X; +--- + X,, — nm. Alors,

2 rne

/i

Démonstration. Onas,, =Y ;_, (X, —m). Notons ¢ la fonction caractéristique de X; — m. Comme
les Variables aléatoires X; — m, ..., X, — m sont indépendantes de méme loi, la fonction caractéris-
tique de % vaut V7 € R,

auede

D’apres le ’lhéoréme 2, pour montrer que 5_ converge en loi vers .4 (0, 02), il suffit de montrer
que

VieR, lim ¢ =e z

()

2 2
" est la fonction caractéristique de la loi .4 (0, o?).

-
cart—e 2

Comme X, admet un moment d’'ordre 2, ¢ est de classe € et
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71 Théoreme central limite

— ¢p0) =1.
— ¢'(0) =i'EX]) =0.
— ¢"(0) = i*E(X?) = —E(X?) = —0* (car m = 0).

Ce qui donne le développement limité en 0 de ¢ a I'ordre 2 (par la formule de Taylor-Young) :

/ 0 " 0 2t2
¢ (1) = p(0) + ¢1(' Lt-0)+ 4’2(' J(t-07 +o?) =1- 02 +o(t%) (*)
Et, en appliquant le Lemme[3]:
oG] bl L=
Vvn Vvn
( t ) _0_2t2
snjp|—|—-e =
n
On a d'une part, par développement limité :
2, 2
e ! =1——1*+ 0(—)
2n n
Et d’autre part, par (*) :
o] =1- Lol
vn m
On obtient ainsi le résultat cherché, a savoir :
J bt
njpl—=|-e 22" | =0()
NG
O
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26 Théoreme chinois

On montre le théoreme chinois et on propose une application a la résolution d’'un systeme de
congruernces.

Soit A un anneau principal. Soient r = 2 un entier et a,, ..., a, € A des éléments premiers entre (ROM21]
eux deux a deux. [p- 250

Notation 1. Pour tout i € [1, r], on note
;= n(“i) tA— A/(a,)

la surjection canonique de A sur A/(a;). On note également 7 = 7, _,,: A — Al(a, ... A,).

Théoréme 2 (Chinois). Alors:

(i) Lapplication :
A - Al(ay) x - xAl(a,)
P x Mm@, m W)

est un morphisme d’anneaux de noyau Ker(p) = (a, ... a,).

(ii) Il existe u,,...,u, € Atels que
.
Z uibi = 1
i=1
ouVvVie[l,r],b;=2>eta=a...a,.

(iii) ¢ est surjectif et induit un isomorphisme ¢ : A/(a, ... a,) — Al(a,) x --- x Al(a,). On a,

__, Alla)x-xAl(a,) — Ala,...a,)
L), (x) = w (X xuby)

ol 7 est la surjection canonique de A sur le quotient A/(a, ... a,).

Démonstration. (i) On vérifie sans difficulté que ¢ est un morphisme d’anneaux (du fait que
les projections canoniques sur les quotients en sont). De 13,

Ker(p) ={x € A|Vie[l,r], m;(x) =0}
={xeA|Vie[l,r], a;|x}

={x € Alppcm(a,,...,a,) | x}
Mais, a,, ..., a, sont premiers entre eux deux a deux. Donc,
ppcm(ay,...,a,) =a, ...a,
et on conclut que Ker(¢) = (a, ... a,).

(ii) Supposons par I'absurde que b, ..., b, ne sont pas premiers entre eux dans leur ensemble.
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Comme A est principal, donc factoriel, il existe un premier p € A tel que
Vie[l,r],pl|b;
Comme p divise b = a, ... a,, il existe i € [2, r] tel que p | a;. Mais, divisant b;, il divise a;
ot € [1, 7]\ {i}. Contradiction car a, et a;j sont premiers entre eux. La fin du raisonnement
est une conséquence directe du théoreme de Bézout valable dans les anneaux principaux.
(iii) Pouri,j € [1,r] telsquei # j,ona
ﬂj(bi) = 7'[]-(0)
puisque b; est multiple de a;. Ceci permet d’écrire
r
i=
Donc, 7;(b;) est inversible dans A/(a;), d'inverse 7;(u;). Ainsi, soient 7, (x,),...,7.(x,) €
Al(a;) x --- x Al(a,). En posant
-
X = Z xiuibi
i=1
ona
nj(x) = ﬂj(xj)ﬂj(uj)ﬂj(bj) = ﬂj(xj)
donc ¢(x) = (m;(x,), ..., m.(x,)). Le morphisme ¢ est surjectif. Par le théoréme de factorisa-
tion des morphismes, il induit un isomorphisme
—_ Allay...a,) — Alla)) x--xAl(a,)
R 16 - (m@),...,7,(x))
et on a méme prouvé que l'inverse ¢! est défini par
— . Alla)) x---xAl(a,) — Allay...a,)
(%)), e, () — (X, xuby)
[
. [ULM18]
Exemple 3. Le systeme B39
u=1 mod3
u=3 mod>5
u=0 mod?7

admet une unique solution dans Z/105Z : 28. Les solutions dans Z sont donc de la forme
28+ 105k avec k € Z.

Démonstration. On se place dans 'anneau principal A = Z. Les entiers 3, 5 et 7 sont premiers
entre eux : le triplet (1+(3),3+(5),0+ (7)) = (x; +(3), x, + (5), x5+ (3)) admet un unique antécédent
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par g~ du Théoréme[2} On a ainsi existence et unicité d’'une solution modulo 3 x 5 x 7 = 105. On
explicite une relation de Bézout pour 15,21,35:

Z1x35+ 6 x2L+(-6)x15=1

— W_J
=uUy :bl =Uy :b2 =uy :b3

Reste a calculer

3
@ '1+3),3+(5),0+(7) =Y x;u;b; + (105)
i=1

=1x(-1)x35+3x6x21+0x(=6) x15+ (105)
=343+ (105)
=28+ (105)

Les solutions sont bien de la forme escomptée. O

[ULM18] utilise un autre algorithme pour trouver la solution. Le fait de chercher un antécédent
permet de faire un lien “direct” avecle Théoréme Attention, il faut réussir a trouver les coefficients
de Bézout...
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27 Théoreme d’Abel angulaire

On montre le théoreme d’Abel “angulaire’, qui permet d’intervertir certaines sommes et limites, et
on lapplique justement au calcul de deux sommes.

PP g : A R , [Gou20]
Théoréme 1 (Abel angulaire). Soit ) a,z" une série entiére de rayon de convergence supé- 263

rieur ou égal a 1 telle que }_a,, converge. On note f la somme de cette série sur le disque
unité D de C. On fixe 6, € [0, %[ eton pose Ag ={z€D|3p>0et30 € [-06,,0y] tels que z =
1- peie}.

Ag

0

Alors lim .1 f(2) =X} a,.
ZEAQO

Démonstration. OnnoteVneN,S=Y%a,,S, =X }_,ar etR, =S—S,. On chercher a majorer
|f (z) — S|; on va effectuer une transformation d’Abel en écrivant Vn = 1, a, = R,_; — R,,. Soit
z€D\{0}.YN e N*,on a

N N
Y a,z"-Sy=) a,(z"-1)
n=0 n=0

Il
=

(R,_1 —R)E"-1)

—

o

N
R,(z"'-1)- Y R,(z"-1)

n=0 =1
N-1
=Y R,(z""' -z") - Ry(Z" -1)
n=0
N-1
=(z-1) ) R,z"—Ry(z"-1)
n=0
Donc en faisant N — +o0: oo
f@)-S=@z-1Y R,z" (%)
n=0
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Soite >0.3IN e Ntelque Vn = N, |R,| <e. D’apres (), Vz € D,

N +00
If(z) =Sl <lz-1]|) R,z" +€|z—1|( > IZI")
n=0 n=N+1
N -1
<113 1R, |+ 221 (%)
n=0 1-|z|

Soit z € Ag desortequez =1- pe® avec p > 0 et |0| < 6,. Notons avant toute chose que [z—1| = p.
Cherchons maintenant des conditions sur z pour majorer les deux termes :

— Ona:

|z|> = (1 - pcos(@))? + (psin(@))?
=1-2pcos(0) + p*(cos(B)? + sin(0)?)
=1-2pcos(0) + p*

En supposant p < cos(f,), cela permet de majorer le deuxieme terme de (**) :

lz—1] _ |z-1]
1-lz| 1-|z[2

Iy
=—7 7 (1
2pcos(9)—p2( *leh
2
S _—
2cos(@)—p
2
<
2cos(6,) — cos(6,)
2

- cos(6,)

(1+]z])

— Soit a > 0 suffisamment petit pour que « Z’,LO IR, | <€.Size Ago tel que |z — 1| < a, alors
on peut majorer le premier terme de (#*) :

Iz—ll(éanl) sa(ﬂéanl) <e

Dong, en faisant z — 1 tel que z € Ag, (on aura bien p = |z — 1| < inf{a, cos(,)}), et en injectant
les deux majorations trouvées dans (* ) :

2 2
|f (z) =S| S€+€cos(00) = e(l + cos(HO))

d’ot1 le résultat. O

Application 2.
+00 (_ 1) n 7T

,;0(2n+1):4
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Démonstration. En appliquant le Théoréeme/1]:

o ()"t (1"
n;O @2n+1) _gg},,;o en+D”

x>0 1 too (_l)l’l 2n+1
lirg Z (2n+1)\/;

x—»l —
<l X n=0

n

1
= lin} — arctan(y/x)
X—

x<1 X
= arctan(1)
n
T4

]

La preuve de 'application précédente écrite dans [GOU20] est un peu lacunaire. Merci aux
personnes qui l'ont signalée et corrigée.

Application 3.
)n 1

=In(2)

Démonstration. Toujours en appliquant le Théoreme/1]:

f( 1)" ' +Z°°(—1)”‘1x,,
n=0 x_'ln =0 n
x<1

=limIn(1 + x)
x—1
x<1

=In(2)
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28 Théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire

En construisant un raisonnement autour du théoreme du point fixe de Banach, on montre le
théoréeme de Cauchy-Lipschitz, qui garantit l'existence d’'une solution répondant a une condition
initiale et l'unicité d'une solution maximale.

Soit K =R ouC.

Lemme 1. Soit [ un intervalle compact. Lespace (€ (I, KD, |l. ll.,) est complet.

Démonstration. Soit (f,,) une suite de Cauchy de (€ (I, K9, |. loo). Soitx € I, on a

VP;CI € N) pr(x) _fq(x)l = ”fp _fq”oo

donc (f,,(x)) est de Cauchy dans K. Comme K est complet, la suite (f,,(x)) converge vers une
limite notée f (x). Ainsi, la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction f : I — K
nouvellement définie. Il reste a montrer que la fonction f est continue.

Notons déja que (f,,) est de Cauchy, et est en particulier bornée :
dM =0telque ||f,ll.o =M

donc en particulier, si x € I, |f,,(x)| < M. Par passage a la limite, on obtient |f(x)| < M. Donc f est
bornée et écrire || f ||, a bien du sens.

Soit € > 0. Par définition,
IN eNtelque Vp,g =N, IIf, - fyll <€

Donc,
Vxe]; prq ZN; |fp(x) _fq(x)l = ”fp _fq”oo <e€

En faisant tendre p vers I'infini, on obtient :
Vxel,Vqg=N,|f(x)-f,(x) <€

Nous venons d’écrire exactement la définition de la convergence uniforme! Ainsi, (f,,) est une
suite de fonctions continues qui converge uniformément vers f, donc f est continue. [

[DAN]
Théoréme 2 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Soient A: I — ./ (K) et B: I — K% deux fonctions [p-520)

continues. Alors YV, € I, le probleme de Cauchy

{Y’:A(I)Y+B(t) ©

Y(t) =

admet une unique solution définie sur I tout entier.
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Démonstration. Commencons par supposer l'intervalle I compact. On va montrer l'existence
d’une solution globale. On écrit I'équation sous forme intégrale :

Y € ¢! vérifie (C) < Y (1) =)+ tA(u)Y(u)+B(u)du (%)

Ly

et on introduit la suite de fonctions (Y,,) définie par récurrence sur I par Y, = y, et:

VneN*, Y, () =y + tA(u)Yn(u)+B(u)du (%)

1)

Notons a = sup,; lA()|l et § = sup,, | B(¢)]. Montrons par récurrence que pour tout n = 1 et
touttrel:
an—l | f— t()ln

1Y,(2) = Y, (D1 = (@llyp | + B) .

Le résultat est clairement vrai pour n = 1, supposons doncle vraiarang n = 1. Pour t = 1 :

tA(u) x (Y, (w)-Y,_,(u)du

Ly

1Yo () = Y, (D) = ‘

¢ an—llu_toln
<a [ @lyl+p—odu
fo n!

anlt_ t0|n+1

< (@llyll +P)
Yl P =)
et on procede de méme pour ¢ < £, ce qui acheve la récurrence.

Soit L la longueur de I. On obtient donc :

n-1

. a
VreN |V, - Y, 1l < @lyl +B) L"

n!

Il enrésulte quela série de fonction ) (Y, —Y,,_,) estnormalement convergente. Comme (¢ (I, KDY, I o)
est complet, la série est uniformément convergente. On a donc l'existence d’'une fonction Y €
€I, K telle que

N
Y., ¥, -1 =% -+ 1], —0
n=1

o0
ie. (Y,,) converge vers Y + Y, = Y 4y, = Z. Par convergence uniforme sur un intervalle compact, il
est possible de passer a la limite dans (**). D’ou :

Viel, Z(t) =y + | AW)Z(w) + B du

1)

et comme Z est continue, elle est €' et vérifie donc bien (x).

On peut maintenant montrer I'unicité. Soient Y et Z deux solutions de (C) sur I. Par récurrence
sur I'entier n, on montre comme ci-dessus que pour tout ¢ € [ :

il

a |t —ty|"
1Y (@) -Z®l = TIIY—ZIIOO—>0
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donc Y et Z coincident bien sur I.

Supposons maintenant I quelconque. Il existe donc (K,,) une suite croissante d’intervalles com-
pacts telle que I = ;2 K,,. En particulier, on définit bien I'application

I - K4
Tt~ YD)

(o1 Y, estla solution de (C) sur K,, 3 t). En particulier, 6 est dérivable sur I tout entier, vérifie (C),
et prolonge toute solution. [

La preuve, telle qu’elle est écrite ici, est en grande partie issue d'un livre d’Alain Pommellet. Elle
est également disponible (sous une forme un peu différente) comme I'indique la référence, dans
[DAN]. Selon la lecon, on pourra préférer le théoréme suivant (dont la démonstration utilise des
arguments semblables).

: . . . , [GOU20]
Théoréme 3 (Cauchy-Lipschitz local). Soient I un intervalle de R et Q un ouvert de E. Soit p374

F : I x Q — E une fonction continue et localement lipschitzienne en la seconde variable.
Alors, pour tout (¢, ,) € I x Q, le probléme de Cauchy

"= F(t,y)
{y y ©

Yt =¥

admet une unique solution maximale.

Démonstration. Nous commencons par montrer l'existence en 4 étapes.

— Localisation : Fixons un réel r > 0 tel que le produit P = [t,— 1, £, + ] x B(y,, ') soit contenu
dans I x Q. F est continue sur P qui est compact, donc est bornée par M sur P.

— Mise sous forme intégrale : Comme une solution de y’ = F(t, y) est de ce fait € 1 ona

y € €' vérifie (C) < y(t) =y, + tF(u,y(u))du (%)
Lo

— Choix d'un domaine stable : Soit a €]0, r[. Introduisons l'intervalle I, = [t, — a, {, + a],
l'espace A, = € (I, B(y,, 1)), puis 'application

. Ao = CUE)
7 w(t~y0+ftf)F(u,<p(u))du)

Le probleme est ici de rendre A, stable par W. Pour tout ¢ € [,

IEE, @)l =M
= V(@) () =yl = M|t -ty <aM

Par suite, en choisissant a M < r, le domaine A, est stable par V.
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— Détermination d'un domaine de contraction : Ici, A, est normé par la norme |||, et on
veut faire de ¥ une contraction stricte. Soient ¢, ¢ € A,, par définition, pour tout ¢ € [,

(¥ () =¥ (PN =

t
t (F(u, ) — F(u,d(w))du

sklt—tlle—dl

<kally—¢lo
ol k désigne le rapport de lipschitziannité de F. On choisit désormais a tel que ka < 1 et
aM<r.

— Conclusion : Lapplication W est, par choix de a, une contraction stricte de (A, Il.ll,,) dans
lui-méme. Le fermé E(yo, r) del'espace de Banach de E est complet, par suite (A, ||.ll,,) 'est
aussi.

Par le théoreme du point fixe de Banach, ¥ posséde donc un point fixe ¢ dans A,. ¢ est
alors de classe € et vérifie (C) par (x).

Il reste maintenant a montrer I'unicité. On note . I'ensemble des solutions de (C). . # @, donc
peut définir / comme la réunion des intervalles de définition des solutions de (C).

Soient ¢, ¢ € . (on note K et L leur intervalle de définition). Une récurrence sur n donne

t
| F(u, @) —F(u,¢w)ldu

Ly

VteKNnL,VrneN, o(t)—¢@)]| <

< —'k sup |@(t) —¢(1)]
n. tekKnL

— 0
Donc ¢ et ¢ coincident sur K N L.
Ainsi, on définit correctement 'application

— E
0: J
t — )

(ol1 ¢ € S tel que ¢ est dans son intervalle de définition). Si ¢ € J, il existe ¢ € & tel que ¢ soit dans
son intervalle de définition K. Comme ¢ et 8 coincident sur K, 0 est dérivable sur K et

VteK,0'(t)=¢'(t) = F(t,p(1) = F(t,0(1))

Etcomme 0(t,) = y,, 0 € .¥ et prolonge toute solution. Donc 0 est maximale et est bien unique. [
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29 Théoreme de Dirichlet faible

En raisonnant par labsurde et en utilisant certaines propriétés des polynomes cyclotomiques, on
démontre que l'ensemble des premiers congrus a 1 modulo un certain entier n est infini.

Lemme 1. Soient a € N et p premier tels que p | ®,,(a) mais p t ,(a) pour tout diviseur [G%I]

strictdde n.Alorsp=1 mod noup | n.

Démonstration. On a,

)(n —'1 :::[] qbd = an I_I qu
din d||n

=F
Comme F € Z[X], en évaluanten a :

a"-1=0,(a)F(a) = pla®*—-1carF(a)eZ

Autrement dit, a” =1 mod p. En notant m l'ordre de a dans (Z/pZ)*,onaa™ =1 mod p. D'ou
m | n.Ainsi :

— Sim = n, alors a est d'ordre n. Donc par le théoréme de Lagrange, n | [(Z/pZ)*| = p —1ie.
p=1 modn.

— Sinon, m < n. Comme m | n,

X”—1=H®d=®n(ﬂ®d) [[®s]=2,X"-D|]] @4
dn dm d||n d||n
dtm dtm

Mais, a est racine de ¢Tn etX"-1€7/ pZ[X]. En particulier, @ est (au moins) racine double
de X" — 1. On peut donc écrire,

X"-1=X-a)*GX) modp
Avec X =Y +a, celadonne:
Y+a)"-1=Y?*G(Y +a) modp

Le polyndme de droite est de degré = 2, donc p divise les coefficients des termes de degré 0
etlde (Y +a)"—-1,ie.
n
pla"—1letp| (l)a"‘l =na"!

De la premiere égalité, on en tire p + a. Ainsi, a est premier avec p (c’est donc également
vrai pour a”~1). Finalement, on tire de la deuxiéme égalité que p | n.

]
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Théoréme 2 (Dirichlet faible). Pour tout entier n, il existe une infinité de nombres premiers
congrus a 1 modulo n.

Démonstration. On suppose par 'absurde qu’il n’existe qu'un nombre fini de premiers de la
forme 1 + kn, que 'on note py, ..., p,,. On considere N = ®, (a) ou a = np;, ... p,,. On remarque
en particulier que N = a, mod a, ol a, est le coefficient constant de ®@,, (cela se voit en écrivant
?M g a1 une fois évalué en a).

—yen) k ; —
®,=3,_ X", cequidonne N =ay+a ;| aj

Or, X" —1 =T[4, ®4. En évaluant en 0, on en tire :

-1=[]®,40) = +1=ay carVd|n, ®, € Z[X]
dn

Ainsi, N =41 mod a.Or |[N|=|0,(a)| = ern; la —¢| > 1. On peut en effet interpréter |a — ¢/
comme la distance du complexe & au complexe ¢ ; le premier est sur I'axe réel et est supérieur ou
égal a 2, le second est sur le cercle unité :

y

En particulier, il existe p premier tel que p | N. Par le Lemmel[]]:

— Oubien p|n,danscecasp|a=np;...p,,-

— Oubien p =1 mod n, dans ce cas p = p;. pour un certain k € [1, m]. Et on a encore p | a.
Pour conclure, on écrit N = a¢g+1 (par division euclidienne),etonap | N—aq = +1:absurde. [J

Sivous choisissez de présenter ce développement, il faut au moins connaitre I'énoncé de la version
forte du théoréme.

Théoreme 3 (Progression arithmétique de Dirichlet). Pour tout entier n et pour tout m
premier avec n, il existe une infinité de nombres premiers congrus a m modulo 7.
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30 Théoreme de Fejér

Dans ce développement, on montre le théoreme de Fejér, qui assure la convergence de la série de
Fourier d’'une fonction au sens de Cesaro.

Lemme 1. Soit f : R — C une fonction continue et T-périodique. Alors f est uniformément
continue sur R.

Démonstration. Le théoréme de Heine implique la continuité uniforme de f sur [-T,2T], ce qui
s’écrit :
Ve >0,dn>0telque Vx,y € [-T,2T], |x—yl<n = |fx)-f)|<e (%)

Soite > 0 et soitle n > 0 correspondant donné par (), que 'on peut supposer strictement inférieur
a T. Soient x,y € R tels que |x — y| <n. Il existe k € Z tel que x' = x + kT € [0, T]. Alors,

y'=y+kTelx'-n,x" +n <[-T,2T]
Comme |x' —y'| <, on en déduit

If @) —fWI=1f&x)-f)l<e

ce qu’il fallait démontrer. ]
. [Gou21]
Notation 2. On note Vn € Z, e, : x — e'"* et, pour toute fonction f continue et 27-

périodique, c¢,,(f) son n-ieme coefficient de Fourier.

Théoreme 3 (Fejér). Soit f : R — C une fonction continue et 27-périodique. On note pour
tout n €N, S, le n-iéme terme de sa série de Fourier et

Zsk

n+1

la suite des moyennes de Cesaro correspondante. Alors (C,,) converge uniformément vers f
sur R.

Démonstration. On commence par noter, pourtoutn €N, D, =37 e, etF, = n+1 Y ieoDi les
noyaux de Dirichlet et de Fejér. Comme, pour tout k € Z*, [” e, (t)dt =0, ona pour tout n € N,

1 T 1 T
—[ D,(t)dt=— | ey(t)dt=1
27 J-n 27

-

et donc,

TJ-n

1 1
> F(t)dt—n+ (k02 f D(t)dt)—l (%)
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Calculons le noyau de Dirichlet. Soit x € R\ 27 Z. On a pour tout N € N,

D’oti, pour tout N € N* :

. 2N .

DN()C) — e—le Z einx
n=0

@N+1)ix _
— e—iNx e 1

el*—1
p@N+D)i3 (e(2N+1)i§

—iNx

e—(2N+1)i’§‘)

& nf(ne )

n=0  sin (g)

+ X
_12)

1 N-1 1
— Im Z et(n+§)x
. (x —
sm(E) n=0
1 ix eiNx 1
= Im|ez =
sin(g) e —1
iNx ., .
1 o eTZZSln(%)
= Im|ez —
. (x ix,o . . (g
sm(E) e22i sm(E)
. Nx
Sln(T iNx
= > Im(e 2 )
: X
SH](E)
2
. Nx
B SlIl(-E—
- 2
> X
sm(E)

Maintenant, on remarque que pour tout n € N et pour tout x € R,

Sp(x) =

L e ae

(%)

=$f_7;f(t)Dn(x—t)dt:f*Dn

donc C, = é S f()F,(x —t)dt = f * F, = F, * f par commutativité du produit de convolution.
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Soite > 0. Le Lemmeassure I'existence de i €]0, [ tel que

Vx,yeR, |[x—yl<n = |fx)-fy)l<e

De plus, |f| est continue sur tous les compacts de la forme [2k7w,2(k + 1)7], on peut donc la

majorer par un réel M > 0. Alors, pour tout x € R,

1 0 1 T
If(x) = C,(x)] = Ef_ﬂf(x—t)Fn(t)dt—f(x) ng_ﬂFn(t)dt

=1 par (%)

1 T
_ gf_ﬂ(f(x—t)—f(x))Fn(t)dt‘

1 1 [n
< —f 2MF,(t)dt + —f €F,(t)dt
27 Jy<itisn 27 J—y

2M
< — F,(t)dt +€
21 Iyt

Or, (**) montre que

1

VneN, Vx e [-m, ] telque |x| >n, ona |F,(x)| < 5
(n+1)sin(g)

donc (F,) converge uniformément vers 0 sur [—-7, ] \ [-7n,n]. Il existe ainsi N € N tel que

VYn=N, F,(t)dt<e

n<ltlsm

de sorte que
M
Vn=N,VxeR,|f(x)-C,(x)| = (—+1)e
b/

D’ot1 le résultat.

O

Je préfere la preuve de [GOU21], qui est plus “clés en main”. Il est possible de passer les calculs
des noyaux de Dirichlet et de Fejér dans un premier temps, puis de les montrer a la fin selon le

temps restant.
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31 Théoréeme de Frobenius-Zolotarev

Nous démontrons le théoreme de Frobenius-Zolotarev qui permet de calculer la signature d’'un
endomorphisme d’'un espace vectoriel sur un corps fini possédant au moins 3 éléments.

Soient p = 3 un nombre premier et V un espace vectoriel sur F,, de dimension finie.

Définition 1. Soit H un hyperplan de V et soit G une droite supplémentaire de H dans V.La
dilatation u de base H, de direction G, et de rapport A € K* est 'unique endomorphisme de
V défini par

VgeG,VheH, u(ig+h)=h+1g

Remarque 2. On suppose connu le fait que les transvections et les dilatations engendrent
GL(V).

Lemme 3. Soient u € GL(V) et H un hyperplan de V'tel que u,y = idy. Sidet(u) # 1, alors u
est une dilatation.

Démonstration. On note n = dim(V). Comme uy = idy et dim(H) = n — 1, on en déduit que 1
est valeur propre de multiplicité n — 1 de u et que H est le sous-espace propre associé :

H = E;(u) = Ker(u —idy)

On pose A = det(u) ¢ {0, 1}. A est valeur propre de u (on peut le voir par exemple en calculant le
polynéme caractéristique de u) de multiplicité 1. Donc u est diagonalisable, et dans une base %
adaptée a la diagonalisation, on a:

Mat(u, %) =

d’ot1 le résultat. O]

Lemme 4. Les dilatations engendrent GL(V).

Démonstration. Pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que toute transvection est la com-
posée de deux dilatations (cf. Remarque . Soit u une transvection d’hyperplan H. Comme [,
contient au moins 3 éléments, il existe alors v une dilatation d’hyperplan H et de rapport A # 1.

Ainsi, 'application w = uovestdans GL(V) et fixe H. Comme det(w) = det(v) = A # 1,1e Lemme
permet de conclure que w est une dilatation. Ainsi, # = w o v™! est le produit de deux dilatations
v~! est une dilatation (toujours d’apres le Lemme 3)). [
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Notation 5. Soit a € [,,. On note (%) le symbole de Legendre de a modulo p.

Théoréme 6 (Frobenius-Zolotarev).

Vu e GL(V), e(u) = (det(u))

ol u est vu comme une permutation des éléments de V.

Démonstration. Le groupe multiplicatif d'un corps fini est cyclique, donc il existe a € [, tel que
F,=<(a)

En conséquence, si u est la dilatation de V de base H, de direction G, et de rapport A € [F;,, alorsil
existe k € N* tel que A = a®. On en déduit que si v est la dilatation de V de base H, de direction G,
et de rapport a, alors Vx € Vécritx =g+ havecge Gethe H:

vk(x):vk(g+h):h+akg:h+/1g:u(g+h):u(x)

d’ol1 v¥ = u. Ainsi, toute dilatation est une puissance d'une dilatation de rapport a.

Comme det, (;) et € sont tous trois des morphismes de groupes, et comme les dilatations en-

gendrent GL(V) (cf. Lemmel[d), il suffit de montrer le résultat pour les dilatations de rapport a.
Soit u une dilatation de base H, de direction G, et de rapport a. Supposons par 'absurde que
(%) = 1. Comme det(u) = a,on a (%) = 1. Mais, [F;k7 ={a),doncVx e F}, (%) =1 ie. tout élément
de [F;; est un carré. Or, ily a pT_l carrés dans [F;; (et I[F;;I = p — 1, bien-sir) : contradiction.

Il ne reste qu’a montrer que €(u) = —1. Pour cela, on va étudier les orbites des éléments V sous
I'action de u.

Soit h € H.On a u(h) = h, donc son orbite est réduite a {h} qui est de cardinal 1. Elle compte donc
comme un + dans le signe de €(u).

Soit maintenant x € V écrit x = g + h avec g € G \ {0} et i € H de sorte que u*(x) = h + ag pour
tout k € N.

— [, est cyclique d’ordre p — 1, donc a”~' = 1. Ainsi, u”~' (x) = x.
— Supposons par 'absurde que 31 < i <j < p —1 tel que u'(x) = (x).Ona,
h+a'g=h+a'g <= a/(a'-1)g=0
20
— a/""=0oua’=1
ce qui est absurde dans les deux cas.

Lorbite de x sous I'action de u est donc {x, ..., u”?~(x)} qui est de cardinal p — 1 (pair) et compte
donc comme un — dans le signe de €(u).
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Il ne reste qu’a compter le nombre d’orbites de cardinal p — 1. Les éléments contenus dans ces
orbites forment exactement 'ensemble

Uig+hlgeG,g+0}
heH

etilyen adonc
IHIx (G- =p" (p-1)

(car H est un hyperplan et G est une droite). Comme ces orbites sont de cardinal p — 1, il y a donc
exactement p"~! orbites. Or, p"~! est impair, donc e(u) est de signe négatif. Ainsi, e(u) = -1. [
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32 Théoreme de Kronecker

En utilisant les polynomes symétriques, nous montrons ici que toutes les racines d’'un polynome
unitaire a coefficients entiers dont les racines sont dans D (0, 1) \ {0}, sont en fait des racines de l'unité.

Lemme 1 (Relations de Viete). Soient A un anneau commutatif unitaire integre et P =
s a; X" € A[X] que l'on suppose scindé dans A[X] et tel que a, € A*. Si on note
2 (Xy,...,X,) le k-ieme polyndme symétrique élémentaire en n variables et a;, ..., @, les
racines de P (comptées avec multiplicité), alors 2. (a;, ..., a,) = (~1)*a,_,a;'.

Démonstration. OnaP = a, []},(X — a;). En développant partiellement P, on a de méme :
P=a,X"-a,(a;++a)X" '+ +(-=1D"a,aq, ...q,

Par identification avec la forme développée, les coefficients de X" ! doivent étre égaux. En parti-
culier :
A, 1=—a,a ++a,) < a++a,=—a,_,a,"
=Z(ay,...ap)
Eton procede de méme pour trouver les autres coefficients. Par exemple, a, = (-1)"a,«; ...a, <
> (a,...a,) = (-1)"aya,’. O

Remarque 2. Tout au long de ce développement, nous utiliserons implicitement le fait
que tout polyndéme a coefficients dans C (donc a fortiori aussi dans Z) admet n racines
complexes comptées avec multiplicité. Il s’agit du théoreme de d’Alembert-Gauss.

Théoreéme 3 (Kronecker). Soit P € Z[X] unitaire tel que toutes ses racines complexes appar-
tiennent au disque unité épointé en 'origine (que I'on note D). Alors toutes ses racines sont
des racines de l'unité.

Démonstration. Notons par (2, I'ensemble des polyndmes unitaires a coefficients dans Z tels
que toutes leurs racines complexes appartiennent a D. Soit P € Q2,, dont on note ay, ..., a,, les
coefficients et z,, ..., z,, les racines complexes. On note Vk € [0, n], o} = Z;(z,, ..., 2,). D'apres le
Lemme[l, ona:

Vk € [0,n], 0 = (-DFa,_; (*)
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Dot Vk € [0,n] :

|Uk| =

Z Hzi

Ie2 ([1,n]) i€l

= 2 llal

Ie2 ([1,n]) i€l
< |2.([1,n])| x1

(i

Vk € [0,n], la;l < (nfk) = (Z)

Q,, est donc un ensemble fini (car on n'a qu'un nombre limité de choix possibles pour les coeffi-
cients ay.).

Et par (%),

On pose maintenant
n

VkeN, P =[] - z})
j=0
qui sont des polyndmes unitaires de degré n dont les racines z{“, ..., z¥ appartiennent toutes a D.
Soient k e Net r € [0, n]. D’apres le Lemme le coefficient de X" de P, est (-1)"Z,(zF, ..., z5).
Mais, Z,(Xlk, ...,X¥) € z[X], donc on peut y appliquer le théoréme fondamental des polynomes
symétriques :

3Q, € ZIX] tel que Z,(XF, .., X)) = Q. (2, Xy, .., X)),y oo, 20 (X, o0, X))

Or, comme P € Z[X],on a Vj € [0, n], Zj(zl, ...,2,) € Z d’apres le Lemme En particulier, on a
T, (XF, ..., X5 € Z[X] car Q, . € Z[X]. On en déduit que Yk €N, P € Q,,.

Comme Q,, est fini, 'ensemble des racines de tous les P, ; quiest {z € C | 3k € N, P,.(z) = 0} est fini.
Soitj € [1, n]. Lensemble {z;c | k € N} est inclus dans I'ensemble de ces racines, qui est fini; il est
donc lui-méme fini :

3k + k' tel que z}“ = z}“,

Quitte a échanger les deux, on peut supposer k > k’. Comme z;#+0,0ona z}“'k, = 1. Donc z; est

une racine de 'unité; ce que I'on voulait. O

Corollaire 4. Soit P € Z[X] unitaire et irréductible sur @ tel que toutes ses racines complexes
soient de module inférieur ou égal a 1. Alors P = X ou P est un polyndme cyclotomique.

Démonstration. Si0 estracine de P, alors X | P, donc P = X par irréductibilité et unitarité. Sinon,
0 n'est pas racine de P. On peut donc appliquer le Théoreme|3|a P; et donc les racines de P sont
des racines de l'unité. Ainsi, en notant N le maximum des ordres des racines de P,on a :

P| (XN -1)" o1 n = deg(P)
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Or, la décomposition en irréductibles de X N_1est

XN-1=[]o,
d|N

Puisque Q[X] est un anneau factoriel, P est premier. Donc d’apres le lemme de Gauss, comme
PIxXN-1:
dd| Ntelque P =,
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33 Premier théoreme de Sylow

En procédant par récurrence sur le cardinal du groupe, on montre l'existence d'un sous-groupe de
Sylow.

. g 219 g g o0 . [Gou21]
Théoréme 1 (Cauchy “faible”). Soit G un groupe abélien fini et soit p un diviseur premier de b

l'ordre de G. Alors, il existe un sous-groupe de G d’ordre p.

Démonstration. G est fini, on peut donc I’écrire
G =(xy,...,x,)
ou (xy,...,x,) estun systeme de générateurs de G. On définit

X)) X x (X)) — G
e V) = Y1-Wn

Comme G est abélien, ¢ est clairement un morphisme de groupes. Et comme (x4, ..., X,,) estun sys-
teme de générateurs de G, @ est surjectif.On peut appliquer le premier théoreme d’isomorphisme
pour obtenir

G = ((x) x ==+ x{x,)) /[ Ker(p)

En particulier, |G| x [Ker(¢p)| = [{x;)| x -*- x [{x,,)]. On note, pour tout i € [1,n], r; = [{x;)|. On a
ainsi,
Gln..r, = pln...1n,

par transitivité de |. Par le lemme d’Euclide, il existe i € [1, n] tel que p | r;. On écrit r; = pg avec
g € N*, et on pose x = x?. Alors, x est d’'ordre p et H = (x) est un sous-groupe de G d’'ordre p. [

Théoréme 2 (Premier théoreme de Sylow). Soit G un groupe fini d'ordre np“ avec n,a € N
et p premier tel que p + n. Alors, il existe un sous-groupe de G d’ordre p“.

Démonstration. Posons h = |G|. On va procéder par récurrence forte sur h.
— Sih=1 :Alors, n=1et a=0. La propriété est donc triviale.

— On suppose la propriété vraie pour les groupes d’'ordre strictement inférieur a . Si @ =0,
c’est encore une fois trivial, pour les mémes raisons qu’a l'initialisation de la propriété.
Supposons donc a = 1. On fait agir G sur lui-méme par conjugaison, via l'action :

(g h)—ghg™
Soit Q un systeme de représentants associé a la relation “étre dans la méme orbite”. La
formule des classes donne
, |G|
IGl= ) 1G-w|=} (G:Stabg(w)) = ) ———— ()

we) we) weQ | StabG(w”
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Mais,
Stabs(w) =G < VgeG,gug ' =0 < weZ(G)

donc, en regroupant, on peut réécrire (*) :

|G|
Gl=y ol
wea | Stab(}(w”
_ G| G|
weZ(G) |StabG(a))| weZ(G) IStabG(w)|
G
—izon+ Y G (+4)

weZ(G) |Stal)G(CU)|

On a maintenant deux cas :

— 1l existe w tel que p* | | Stabg(w)| : Alors, comme Stab;(w) est un sous-groupe de G
d’ordre divisant strictement celui de G, on peut y appliquer '’hypothéese de récurrence
pour obtenir un sous-groupe d’ordre p®. Ce sous-groupe est donc également un sous-
groupe de G.

— Pour tout w, p® t | Stabg(w)| : Alors, en factorisant par p dans les termes de la somme
de (**), on constate que p | lsw'bcm pour tout w ¢ Z(G). Comme p | h, toujours
d’apres (**), on a

pl1Z(G)|

Z(G) étant commutatif, on peut appliquer le Théoreme|I] On obtient I'existence d'un
sous-groupe H de Z(G) d’ordre p, qui est de plus distingué dans G car inclus dans
Z(G). Alors,

|G| _
|G/H| = — = np*!
m P

Il suffit maintenant d’appliquer I'hypothése de récurrence a G/ H, qui donne l'existence
d’un sous-groupe K de G/H d’ordre p*~!. On considére la surjection canonique

my:G— G/H

Alors, JII}I (K)={g € G| gH € K} est un sous-groupe de Gd’ordre |K| x |H| = p*:
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ce qu’on voulait.
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34 Théoréeme de Wantzel

Une application sympathique de la théorie des corps en géométrie. Les arguments sont assez simples
et donnent lieu a de jolies applications.

Notation 1. On note E I'ensemble des nombres constructibles. Tout au long du développe-
ment, on se permettra de confondre points et coordonnées.

. [GozZ]
Lemme 2. [E contient le corps Q. 50

Démonstration. Tout élément z € Z est constructible. Soit (p, q) € Z* x N*. Les points P = (p, 0)
et Q = (0, qg) sont constructibles. On considere la droite (d), parallele a (PQ) passant par (0, 1).
Cette droite est constructible, et son point d’'intersection avec la droite passant par les points (0, 0)
et (1,0) est (g, O) par le théoréeme de Thales.

Donc Z € E. Comme 0 € E, on a bien Q < E. O

Lemme 3. E est un sous-corps de R stable par racine carrée.

Démonstration. Soient u, v € E. Commencons par montrer que E est un sous-corps de R.

— Le point (u,0) est constructible donc son symétrique (—u,0) I'est aussi. Donc —u € E.

(-u,0) (u,0)

— La droite passant par les points (0, u) et (—u, 0) et la droite passant par les points (v,0) et
(v, v) ont pour point d’intersection (v, u + v) (par le théoreme de Thalés). Donc u + v € E.
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0, u)

(-u,0)

— D’apres ce qui précede, v + 1 et v + 1 — u appartiennent a E. La droite passant par les points

(v+1—-u,v+1) et (u,v) et la droite passant par les points (0,0) et (1,0) ont pour point
d’intersection (uv,0) (par le théoreme de Thalés). Donc uv € E.

w+1l—-u,v+1)

0,07 (1,0 Nuv,0)

— On suppose u # 0. La droite passant par les points (1,0) et (1, —1) et la droite passant par

les points (0,0) et (1,1) ont pour point d’intersection (™1, u™!) (par le théoréme de Thales).
Donc u ! € E.

Ainsi, E est un sous-corps de R, qui contient Q par le Lemme[2] Maintenant, soit x € E avec x > 0.

Comme E est un sous-corps de R, on a xT“ € E. Le cercle de centre (XT“, 0) passant par (0,0) et la

droite passant par les points (x,0) et (x, x) ont pour point d’'intersection (x, ﬁ) et (x,— ﬁ) par
le théoréme de Pythagore. Donc /x € E.
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(0,0)

Théoréme 4 (Wantzel). Soit a € R. Alors, a € E si et seulement s’il existe une suite finie
(Lo, ..., L,) de sous-corps de R vérifiant :

(i) Lo =Q.
(ii) Vie[0,p—1], L;,, est une extension quadratique (de degré 2) de L,.

(ii) a €L,

Démonstration. On suppose a constructible. Alors, il existe un point M tel que a est I'abscisse [ULM18]
de M. M s’obtient a I'aide d’'un nombre fini de constructions de points M, ..., M,,. Pour tout
i € [1, m], on note (x;,y;) les coordonnées de M;. De ce fait, on a une tour d’extension

=0
avec a € K, et pour tout 0 € [1, m — 1], K;,, = K;(x;,;). Soit i € [1, m — 1]. Montrons que [K, :
K;] = 2. On a différents cas possibles :

— M, estl'intersection de deux droites passant par des nombres constructibles de K;. Alors,
les coordonnées (x;, ;) de M; sont solution d’'un systéme d’équations de la forme

ax+by=c
ax+by=c

avec a,b,c,a’,b’,c’ € K; par construction. Dong, x;,y; € K; et ainsi, [K;,; : K;] = 1.

— M, estl'intersection d'une droite et d'un cercle passant par des points dont les coordonnées
sont des nombres constructibles de K; et de rayon un nombre constructible de K;. Alors, les
coordonnées (x;,y;) de M; sont solution d'un systeme d’équations de la forme

ax+by=c
(x_al)2+(y_b/)2 — CI

aveca, b, c,a’,b’, c' € K; par construction. Raisonnons selon la nullité de a.
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— Sia #0, la premieére équation donne

_by+c
a

etenréinjectant dansla deuxiéme équation, on obtient que y; estracine d'un polynome
de degré 2. Ainsi, [K;(y;) : K;] < 2. Puisque x; = —@ € K;(y;), onabien [K,,, : K;] < 2.

— Sia =0, alors y; = ; € K; (on ne peut pas avoir b = 0 dans ce cas). Or, cette fois-ci c’est
x; qui est racine d’'un polynéme de degré 2. On peut conclure de la méme maniere
que ci-dessus.

— M, est l'intersection de deux cercles passant par des points dont les coordonnées sont
des nombres constructibles de K; et de rayon un nombre constructible de K;. Alors, les
coordonnées (x;,y;) de M; sont solution d'un systeme d’équations de la forme

(x—a)*+(y-b?=c
(x_al)2+(y_b/)2 — Cl

avec a,b,c,a',b’,c’ € K; par construction. On soustrait la deuxieéme équation a la premiére,
pour obtenir le systeme équivalent :

—2(a-a)x-2(b-b)y=c-c - (a*-a?* - b*-b"
(x_al)?_ + (y_ b/)Z — CI

ce qui nous ramene au cas précédent.

Il suffit alors d’extraire de la suite (K, ..., K,,,) une sous-suite (L, ... ,Lp) strictement croissante
(au sens de I'inclusion) en ne conservant dans la suite initiale que les corps extension quadratique
du précédent (avec L, = K; et L,, = K,). On obtient une suite de sous-corps de R (par le Lemme3)
qui remplit les trois conditions annoncées.

Réciproquement, supposons l'existence d'une suite (L, ..., L,) de sous-corps de R répondant aux
trois conditions de 'énoncé. Montrons par récurrence que

vje[o,p], L cE

— Initialisation : L, = Q: cela résulte du Lemme 2]

— Hérédité : Supposons L; S E pour j € [0, p — 1]. Soit x € L;,,. Comme, par hypothese,
[Lj+l . L]] =2
la famille (1, x, x*) est L;-liée :

da,b,c € L; non tous nuls tels que ax’+bx+c=0

— Sia=0, alors,x:—%eLj. Donc x € E.

— Sia #0,alors, x = ﬁ (=b + vV b?—4ac). Donc, comme E est un sous-corps de R stable
par racine carrée (cf. Lemme , x eE.
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Ainsi, Li;; <E.En conclusion, L,<E, donc a est constructible.
O

La réciproque et la conclusion du sens direct du théoreme sont mieux rédigées dans [GOZ], a
mon avis.

I Corollaire 5. Si a € R est constructible, il existe e € N tel [Q(a) : Q] = 2°.

Démonstration. Soit a € E. D'apres le théoréme précédent, il existe une suite finie (L, ..., L,) de
sous-corps de R vérifiant :

(i) Ly=Q.
(ii) Vie[0,p—1], L;,, est une extension quadratique (de degré 2) de L,.
(iii) e L,
Par le théoreme de la base télescopique,
[L,:Q]=2°
et par ce méme théoreme,
[L,:Ql=I[L,: Q@)][Q(a): Q]
et en particulier, [Q(a) : Q] est un diviseur de 27 : ce qu’on voulait. U]
Application 6 (Duplication du cube). Soit un cube de volume 7 dont on suppose son aréte

a constructible. Il est impossible de dessiner, a la regle et au compas, I'aréte d'un cube de
volume 27.

Démonstration. Ona ¥ = a® et donc 27 = 2a®. Laréte d’un cube est la racine cubique de son
volume. Il faut donc construire le nombre

3
V/2a3 = a¥/2
Comme a est constructible, ceci revient a construire le nombre
a=132

Le polynéme P = X® — 2 est irréductible sur @ (par le critere d’Eisenstein) et annule a : c’est son
polynéme minimal sur Q. On a ainsi

Q) : Q] =3

donc a n'est pas constructible par le Corollaire[5] [
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35 Théoréme de Wedderburn

En utilisant les polynomes cyclotomiques, nous montrons que tout corps fini est commutatif.

. . . . [Gou21]
Lemme 1. Soient K et L deux corps finis tels que K est commutatif et K S L. Alors 3d € N

tel que |L| = 1K

Démonstration. L est un espace vectoriel sur K de dimension finie d (car L est fini). Donc L est
isomorphe en tant que K-espace vectoriel a K. En particulier, |L| = |K|. [

I Théoréme 2 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. Soit K un corps. L'idée va étre de procéder par récurrence sur le cardinal du
corps.

— Si|K| =2 :alors K = {0, 1} est commutatif.

— On suppose le résultat vrai pour tout corps fini de cardinal strictement inférieur a K. On

veut montrer que K est commutatif. Supposons par I'absurde que K ne I'est pas. On pose
Z=ZK)={xeK|Vyek, xy=yx}

le centre de K dont on note ¢ le cardinal. C’est un sous-corps de K qui est (par hypotheése)
inclus strictement dans K. Donc Z est commutatif, et par le Lemme[l} on peut écrire | K| = g"
ot n e N*. Six €K, on pose

K,=ZxUx}) ={yeK|xy=yx}
Montrons que
Eldlntelquel[lezqd (*)
Notons déja encore une fois que K, est un sous-corps de K.

— SiK, =K,ona|K,|=|K|=g". 1l suffit donc de prendre d = n.

— Sinon, K, ¢ K, donc K, est commutatif par hypothese. Par le Lemmel[l} il existe k € N*
tel que |K| = |K[*.

Mais, Z est un sous-corps (commutatif) de K,, donc d’apres le Lemme (1} il existe
deN”* tel que |K,| = |Z14. Donc on a

‘7n ::|ﬂ§| :zlﬂﬁxlk ::(Cid)k ::lidk

doud | n.

On considére l'action par conjugaison de IK* sur lui-méme (x,y) — xyx~'. Si y € K*, alors

Staby-(y) ={x e K" [x.y =y} = K;
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Soit 2 un systéeme de représentants associé a la relation d’équivalence “étre dans la méme
orbite”. Léquation aux classes donne alors

. |0
IK*|= ) ———
weQ IStabK* ((J))l

Or,
Staby« (W) =K* < VxeK"', wx=xw < weZ"

doncennotant Q' =Q\Z*,ona:

K7 IK*| IK*]

IK*| = —_—— + — = |Z"|+ ” * %
wEZZ* |StabK* ((l))l wQZQ/ |StabK* (w)l w;l |Kw| ( )
Soit w € Q. Par (%),
3d | n tel que | Staby: ()| = |K}| = g% -1
De plus, d # n (car w ¢ Z™). Si maintenant on pose
Vd|n, ;= l{w e Q' ||Staby. ()| = g% -1}
on peut alors écrire en remplacant dans (**) :
n . q" -1
q"-1=IK"1=(q-D+) Aa|— (% %)
amm  \q°—1

Sid||n,ona

X”—I:H(Dk:CDn(Hq)k) [To, | =@, X =D ] @

kin kld klln klln
kd kid
Donc, @, | X Xd N L dans Z[X]. Ceci étant vrai quelque soit d divisant strictement 7, on en
déduit
al Y Ad dans Z[X]
dlln

Comme de plus, ®@,, | X" — 1 dans Z[X], on conclut que

Q,|X"-1-) 2 X - dansZ[X]
dXd

d||n
ce qui donne, une fois évalué en g :
q" —1 (20
Du(@)1g" 1= Ag—— g-1= |9,(q)<qg-1
am  g99-1
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Mais n = 2, donc

1, (@) =[] lg-¢
Sepy,
p(n)

> [11q-11
i=1
z|q—1|
On peut en effet interpréter |g — ¢| comme la distance du complexe g au complexe ¢; le

premier est sur I'axe réel et est supérieur ou égal a 2, le second est sur le cercle unité mais
n'est pas sur l'axe réel :

cela nous permet de justifier I'inégalité stricte. On a donc une contradiction.
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36 Théoreme de Weierstrass (par la convolution)

On montre le théoreme de Weierstrass par la convolution (sans forcément développer toute la théorie
derriere, ce qui peut étre utile dans certaines lecons).

GOU20
Notation 1. Vn € N, on note : [@]]

1 1-t3)"
a, :f (1-t*)"dtetp,:t— %ﬂ[_u](t)
-1

n

Lemme 2. La suite (p,,) vérifie :
(i) VreN, p, =0.
(i) VreN, [p, (1) =1.
(iii) Ya >0,lim,_, t1>q Pn(0)dE =0.

Autrement dit, (p,,) est une approximation positive de I'identité.

Démonstration. Notons tout d’abord que

0 n+1

1 1 1_t2 n+l1 11 1
VnEN*,an:Zf (l—tz)”dtzzf t(l—tz)”dt:[_( ) I
0 0

n+1l
(i) VneN,p,=0cara, =0et (1— 2" > 0 pour tout ¢ € [-1,1].

(i) VREN, fpp,(dt = [0 -¢)"dr =1,

(iii) Soita > 0.

— Sia<1 :¥YneN*,

f p,(t)dt = 2 1(1 —5)"dt < i(1 —a®)"<2(n+1)1-a®"
Itz

nJa a,
et comme |1 —a?| <1, ona [, P,(t)dt — 0.
— Sia=1":
f p,(t)dt =0
[tz

Théoréeme 3 (Weierstrass). Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que
a < b) est limite uniforme de fonctions polynémiales sur [a, b].

Démonstration. Soit f € €-(R) continue. Montrons que (f * p,,) converge uniformément vers f.
Soit e > 0. Par le théoréme de Heine f est uniformément continue sur son support, donc 'est aussi
sur R entier :

dn>0telqueVx,yeR, [x—yl<n = |[f(x)-fy)l <e
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De plus, f est bornée et atteint ses bornes (donc écrire ||f ||, a du sens). On peut appliquer le
Lemme [2] Point|(iii):

AN eNtelqueVn =N, p.(t)dt <e
[t1=n

Donc, toujours avec le Lemme 2} pour tout n = N et pour tout x € R,

If * p,(x)—fx)] (&) URf(x—t)p,,(t)dt—f(x)fmepn(t)dt‘
=| [t -n-fonp,od
SfR|(f(x—t)—f(X))pn(t)| dr
@f\f(x—t)—f(x)\pn(t)dt
R
:fu |f(x—f)—f(x)|Pn(t)dt+fn |fx—0) = f )| pa(r) de
tl=n —n
=20f e +e [ pate)de
-n

(2 2||f||oo€+€[ p.(t)de
R
= @I loo + De

d’ot la convergence uniforme. Soit maintenant n € N. Supposons que f est a support dans
I= [—%, %] et montrons que pour tout f * p,, est une fonction polynémiale.

Vxel, (f=p,)x)=(p,*f)x)=

pp(x —Df (£)dr (%)

YT

Notons que Vx,t €1, |x—t| <1, donc

1- -t 2yn Vi 2n
Pn(x = ( (x )" de elo;gement Z qk(t)xk

ay k=0

ou Vk € [0,2n], g, est une fonction polynémiale. En remplacant dans (), on obtient :

2n 1
Vxel,(fxp)x)=). ( 21 qk(t)f(t)dt)xk
k=0\""2

qui est bien une fonction polynomiale sur 1.

Soient maintenant [a, b] un intervalle fermé de R et f : [a, b] — R. On considere [c, d] un intervalle
plus grand avec ¢ < a et b < d et on prolonge f par:

— Une fonction affine sur [c, a] qui vaut 0 en c et f (a) en a.
— Une fonction affine sur [b, d] quivaut 0 en d et f(b) en b.

Et on peut encore prolonger cette fonction sur R tout entier en une fonction f telle que f =0
pour tout x ¢ [c,d]. On adonc f € €-(R). Nous allons maintenant avoir besoin du changement
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de variable suivant :
I — [c,d]

¢ x — (d-co)x+

c+d
2

Comme f o (p est continue, a support dans I, on peut maintenant affirmer que f o ¢ est limite
uniforme d’une suite de polynémes (p,). Donc f est limite uniforme de la suite (p,, o ¢~!) oi1
VneN, p, o' est bien une fonction polynémiale car ¢ (donc ¢! aussi) est affine. A fortiori,
f= ﬁ (a,p) €St aussi limite de fonctions polynomiales sur [a, b]. [

La fin de la preuve me semble mieux écrite dans [I-P].
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37 Théoreme de Weierstrass (par les probabilités)

On montre le théoreme de Weierstrass en faisant un raisonnement sur des variables aléatoires
suivant une loi de Bernoulli.

[G-K]
Théoréme 1 (Bernstein). Soit f : [0, 1] — R continue. On note pT95]

VneN*, B,(f):x— Y (n)f(k)xk(l —x)"k
i=o\kJ \n

le n-ieme polyndéme de Bernstein associé a f. Alors le suite de fonctions (B,,(f)) converge
uniformément vers f.

Démonstration. Soit x €]0, 1[. On se place sur un espace probabilité (2, «/,P) et considere (X}.)
une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi (x). Onnote Vn e N*, S, =¥/, X;.
Ainsi, §,, ~ $(n, x) et donc par la formule de transfert,

E|f Sn - i nf E 1 -x)"* =B, x)
pL)=E (b ()

k=0

La fonction f est continue sur [0, 1] qui est un compact de R, donc par le théoreme de Heine; elle
y est uniformément continue. Soit donc € > 0,

In>0telque Vx,y€[0,1], |x—yl<n = |f(x)-f()<e
Ona,
1B, () () — f ()] = Q[E(f(%)) - f)|
e
e 5)-u
(1 (5 10 o 5100
< E(e) +2||f||oo[E(1]ﬂs7,,_x|>n})

Sn
:€+2||f||00|]3’(——x‘217) (%)
Comme E (S—,;’) = x, on peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

(%)

)l
n n =M=z

n n

S
—"—x‘zn):ﬂ}(
n
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Comme les X;. sontindépendantes et de méme loi :

s,y 1 1 x1-x) 1
Var (—) = —ZVar(Sn) =—VarX;) =——= —
n n n n n
En réinjectant cela dans (*), cela donne
201 f lloo
1B, ()(x) - f(x)| =€+ n?

qui est une majoration indépendante de x. Comme la fonction B, (f) — f est continue sur [0, 1],
on peut passer a la borne supérieure :

||f ||

1B, (f) = flloo = sup IB,(f)(x)—f(x)| <€+

x€[0,1]

ce qui donne apres un passage a la limite supérieure :

limsup |B,,(f) —flloo <€

n—+oo

—0 .
= limsup 1B, (f) - fll, =

n—+oo

— lim [1B,()~ [l =

Théoréme 2 (Weierstrass). Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que
a < b) est limite uniforme de fonctions polynomiales sur [a, b].

Démonstration. On va avoir besoin du changement de variable suivant :

_10,1] — la, b]
" x — a+Wb-a)x

Parle Théoréme la fonction f o ¢! est limite uniforme d’une suite de fonctions polynoémiales
(p,). Donc f est limite uniforme de la suite (p,, c @) ot Vn € N, p, o ¢ est bien une fonction
polynomiale car ¢ est affine. [
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38 Théoreme des deux carrés de Fermat

Nous démontrons le théoreme des deux carrés de Fermat (qui donne des conditions sur la décom-
position en facteurs premiers d’un entier pour que celui-ci soit somme de deux carrés) a laide de
l'anneau des entiers de Gauss Z[i].

. g 2 -8 q 228
Lemme 1. Soit p = 3 un nombre premier. Alors x € F,, estun carré si et seulementsix z = 1.

Démonstration. On pose X = {x € F, | x 2~ =1}, et on note S 'ensemble des carrés de [F;;. Comme

-1 _
un polynome de degré d sur F,, posséde au plus d racines, on a |X| < deg (XPT — 1) = pTl.

y . Py . _ 2 p_—l _ _1 _ _
D’autre part, si x € S, on peut écrire x = y“ etonadonc x 2 =yP~" =1car I[F;",I = p - 1. Dongc,
ScX.

Pour conclure, calculons le cardinal de S. Pour cela, considérons le morphisme

*
F, — S
x — x°

dont le noyau est {x € F, | x? =1} = {+1} qui est de cardinal 2. En appliquant le premier théoréme
d’isomorphisme, et en considérant les cardinaux; on obtient |S| = pT_l. Donc S = X. O]

Introduisons maintenant des notations qui seront utiles pour la suite.

Notation 2. On note
Z[i] — N

“a+ib — a’*+Db?

et X I'ensemble des entiers qui sont somme de deux carrés.
I Remarque 3. n€ X < 3z € Z[i] telque N(z) = n.

Lemme 4. Voici quelques propriétés sur N et Z[i] dont nous aurons besoin :
(i) N est multiplicative.
(i) Z[i]" ={z€ Z[i] | N(2) = 1} = {£1, +i}.

(iii) Z[i] est euclidien de stathme N.

Démonstration. (i) OnaVz,z' €C, |zZ'|* = |z|?|2z'|? (par multiplicativité de ()% etde |.|). Et N
n’'est que la restriction de |12 a Z[i]. Tl est également tout-a-fait possible de montrer cette
propriété par un calcul direct.

(ii) Soitze Z[i]*.OnaN(z)N(z™') = N(zz™!) = N(1) = 1. Comme N est a valeurs dans N, on a

N(z)=N(zY)=1.Enécrivantz=a+ib,onaN(z) =a’+b*=1,doua=+1loub = +1.

Réciproquement, +1 et +i sont bien inversibles dans Z[i] et de module 1.
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(iii) Soientz,t € Z[i]. Onpose # = x + iy € Cavec x,y € R. Soient a, b € Z tels que :
1
5

— ly-bl=3.

— |x—al <

(Ces nombres existent bien, ne pas hésiter a faire un dessin pour s’en convaincre.) On pose
qg=a+ibeZ[i],etona

z 2 , 1 1

——ql=x-a)+({y-b)=-+-<1

‘t q’ (x—-a)*+(y—-b) 2t
On pose alors r = z—qt, et on a bien

Z=tq+retN(r) =r’= |t2|'§—q2‘ <1t)? =N (1)

Lemme 5. Soit p un nombre premier. Si p n'est pas irréductible dans Z[i], alors p € .

Démonstration. On suppose que p n'est pas irréductible dans Z[i]. On peut donc écrire p = uv
avec U, v € Z[i] non inversibles. Ainsi,

remier

pZ:N(p):N(uv):N(u)N(v)pp: Nuw=Nw)=p
*1 *1

Par la Remarque3} p € X. O

Théoréme 6 (Deux carrés de Fermat). Soit € N*. Alors n € X si et seulement si v, (n) est
pair pour tout p premier tel que p =3 mod 4 (ou1 v, (n) désigne la valuation p-adique de
n).

Démonstration. Sens direct : On écrit n = a® + b* avec a, b € Z. Soit p | n tel que p =3 mod 4.
Montrons que p ¢ X. On suppose par 'absurde que I'on peut écrire p = c* + d* avec c¢,d € Z. On
va discerner les cas :

— Sic=+1 mod4,alorsc?=1 mod 4 (et de méme pour d?).
— Sic=+2 mod4,alors c*=0 mod 4 (et de méme pour d?).

Donc p = ¢*+d* = 0,1 ou2 mod 4 : absurde. En particulier, par le Lemme |5 (en prenant la
contraposée), p est irréductible dans Z[i]. Comme Z[i] est euclidien (cf. Lemme , p est un
élément premier de Z[i]. Mais, p | n = (a+ib)(a—ib). Doncp|a+iboup | a—ib.Dansles deux

cas,onap|aetp]|b.Ainsi,
2 2
a b n
(_) +(_) P
p p p

2 n 5
p Inet?e

donc de deux choses 'une; on a:
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111 Théoreme des deux carrés de Fermat

Il suffit alors d’itérer le processus (en remplagant n par %) k fois jusqu’a ce que p ne divise plus
p—’z’k. Onaalorsn = kau avec p 1 u. D’'ou Uy(n) = 2k.

vp(n)

2
Réciproque : Soit p premier diviseur de n tel que p =3 mod 4. Alors p"»™ = (pT) est un
carré, donc p"r™ € X.

Soit maintenant p premier tel que p =2 oup =1 mod 4. Alors en conséquence du Lemmel[l|(le
cas p = 2 étant trivial), —1 estun carré de F, ie. 3a € Z tel que —1 = ¢ mod p. Donc p | a*+1 =
(a —i)(a + i). Oui mais, p ne divise ni a — i, ni a + i. Donc p n'est pas un élément premier de Z[i]
et n'est donc pas irréductible dans Z[i] (toujours parce que Z[i] est euclidien, cf. Lemmel4). En
vertu du Lemme[5} p € X.

Comme N est multiplicative, par la Remarque[3} on en déduit que X est stable par multiplication.

Donc n € X (en décomposant n en produit de facteurs premiers). O

Remarque 7. Le fait qu'un élément irréductible d'un anneau euclidien est premier est une
conséquence directe du lemme d’Euclide, vrai dans les anneaux factoriels (donc a fortiori
aussi dans les anneaux euclidiens).
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39 Théoreme des événements rares de Poisson

On établit la convergence en loi vers une loi de Poisson d’'une suite de variables aléatoires.

Lemme 1. Soient z,, ..., z,, U;, ... U, € C de module inférieur ou égal a 1. Alors

|2y ...z, — Uy ... U, < |2y — Uyl +... 12, — U,

Démonstration. |z,z,—u U, | = |2,(2y—Uy) + Uy (2, —Uy)| < |2y — Uy | +|2,— U, |. On procéde ensuite
par récurrence pour montrer le résultat. [

Théoréme 2 (des événements rares de Poisson). Soit (IV,)) .., une suite d’entiers tendant
vers I'infini. On suppose que pour tout n, A, y , ..., A, y, sont des événements indépendants
avec P(A, n,) = Pn - On suppose également que :

(i) lim,_,S,=A>00uVneN,s, = Z],z]jl Prk-

(11) lirnn—>+<>o Supke[[l,Nn]] pn,k =0.

Alors, la suite de variables aléatoires (S,,) définie par
Nl’l
VneN', S, =3 1,
k=1
converge en loi vers la loi de Poisson de parametre A.

Démonstration. Pour la suite, on note Vn €N, m,, = maxeq n,] Pn,r- On calcule

k=1
Nn .
= [E(e”ﬂ*‘nvk) par indépendance
k=1
N, .
= ((1 - pn,k) + eltpn,k)
k=1
N, '
=1 (Puxte™ =D +1)
k=1

I'avant-derniere égalité étant justifiée par le fait que

Ple'™Mnk = e) =P(A, = 1) = p,; etP(e’ Mk = 1) =P(4,, =0) = 1= p,
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Soient P, ;. des variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de parametres
respectifs p, ;.. On pose

Nn
I _
Sn - Z Pn,k
k=1

et on calcule la fonction caractéristique de cette nouvelle variable aléatoire :
Ny
¢s (1) =[] ¢p_, (¢) par indépendance

k=1
N, _

= [[ exp(pp (e - 1))
k=1

=exp(s, (e’ —1))

Par différence, on obtient

s, (1) — s (1)] =

N, _ N, .
[ (Pose =1 +1) =[] exp(py (e’ ~ 1))
k=1 k=1

ce qui, apres application du Lemme(I} donne I'inégalité

Ny

s, (1) — s (1) < Y (P (e —1))

k=1
avec g : z — |e® — 1 — z|. Mais, par développement en série entiére :

g(z) = —
k=2 k!

+00 zk+2
=X (k+2)!
k=0 .
) +00 Z_k 1

o k! (k+1)(k+2)
+00 |Z|k

<lzI*)

1
=0 k! '(k+ (k+2) ‘
|z|
<|z|*—

Mais, comme |p,, ;(e'" —1)| <2p,; <2,ona:
2

N, e
s, (1) = s, (D] < 3 2Py )*—
n n k=1 2
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Enfin,

s, (£) —exp(A(e™ — )| < I, (1) — g, ()] + | g, (£) —exp(A(e™ — 1))
< lgps, (1) — b ()| +] exp(s, (e’ = 1)) —exp(A(e’' -1))| —0

—0 —0cars,—A

et le théoreme de Lévy permet de conclure. ]
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40 Transformée de Fourier d’'une gaussienne

On calcule la transformée de Fourier d'une fonction de type gaussienne x —
théoreme intégral de Cauchy.

Proposition 1. On définit Va € R,

R — R

X — e

VEER T =/ e

Alors,

Démonstration. Soita € R].Ona

+00 2 .
e~ o ixe qx

VEER T,(0) :[

—00

et en écrivant

ax®+ixé = a(x2+ i%f) = a((x+ ii)2+ i)

2a 4a2

on en déduit que
—~ _ﬁ too —u(x+ii)2
VEeER, v, (&) =e 4uf e 2a) dx

o0
On va considérer la fonction
C — C

u22

z — e

— 2 N ) .
e ™ alaide du

(*)

Pour R > 0 et ¢ € R, on note I'(R) le rectangle de sommets —R,R, R + i%, -R+ i% parcouru dans

le sens direct :

Im
: & : & : &
—-R+ ZEE ZEE R+ lia
I'(R)
Re
-R R

On a,

¢ ¢

R R+ig ~R+it R
2 2 2a 2 2a 2
f e 4z dz:f e 4z dz+f e 4z dz+f e 4z dz+f
T'(R) -R R R+ig ~R+iz

2
e~ %" dz
2a

=I(R) =I(R) =I(R) =I4(R)
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Nous allons traiter les intégrales séparément.
— Pour [} (R) : On a affaire a une intégrale sur I'axe réel. Or, on connait la valeur de 'intégrale

de Gauss: oo
f eV dy = /7

oo

Donc en faisant le changement de variable y = \/ax, on obtient :

\/Efmoe“”‘zdx:\/; — f+ooe“”‘2dx:\/§

a
T

L(R) —/—
a

quand R — +oo.

— Pour ,(R) :Ona:

¢

Vze R,R+ii ,Z=R+itavecte 0,—]
2 2a

a

= dz =id¢
% 12
IZ(R) — lf a e—u(RHt) dr
0

On en déduit,
Zi
L(R)| < f
0

-,
-,

:
_ 02 (2 2
:e“Rf“e‘”dt
0

)
o~ @R+i1) |dt

Nll‘rf

a

_ A (R2_42
ea(R t°)

|ei2aRt’ dr
N———

=1

Bl

2_ 2
e—a(R -t )dt

—0

quand R — +o0.

— Pour L(R) :Ona:

R+ ii,—R+ ii
2a 2a

Vze ,z:t+i2iavect€[R,—R]

a

= dz=dt

L(R) = f_R e_“(”i%)z dt = —fR e_“(”%)z dt = —e% fR e_“(m%]z dt
R

-R -R
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qui est une intégrale généralisée absolument convergente. Ainsi par (*),
&
13 (R) — —eua Ya(g)

quand R — +oo.

— Pour [, (R) : Ce cas-ci se traite exactement comme [,(R). On a:

Vze —R+ii,—R ,z:—R+itavecte[£,0]
2a 2a

— dz = idt

¢

L(R) =i f | emaCRHN 4 = f * gralRrin® gy
<

2a 0

On en déduit,

3
—a(—R+it)? _.p2 | 2a 2
ea(R+zt)|dt:eaRfaeat dl’ 0
0

<
LR sf“
0

quand R — +oo.

— PourI(R) :Lafonction z — e‘“z2 estholomorphe etle contour I'(R) estfermé. Donc I(R) =0

en vertu du théoreme intégral de Cauchy.

En passant a la limite, on obtient ainsi :

[TT & __ — [T &
= — 4+ — @4a —+ 0 < = — 4a
0 a 0-e Ya (&) Ya €3] a e
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41 Trigonalisation simultanée

Nous montrons le théoréme de trigonalisation simultanée grdce a l'utilisation des applications
transposées (et donc, de la dualité).

Soit E un espace vectoriel de dimension 7 sur un corps K. [Gouz1]

178
Lemme 1. Soit g € Z(E) un endomorphisme. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable

par g. Alors,
Xgu: | Xg

Démonstration. On note m la dimension de F. Considérons G, un supplémentaire de F dans
E. Soient 9By et 4B des bases respectives de F et de G. Alors, la matrice de g dans la base de E
constituée de I'union disjointe de 98y et % est de la forme

avec A € M ,,(K), qui est la matrice de 'endomorphisme induit g . On constate clairement que
Xgiw = Xal Xm = Xg- O

Lemme 2. Soit g € Z(E) un endomorphisme trigonalisable. Soit F un sous-espace vectoriel
de E stable par g. Alors, g est trigonalisable.

Démonstration. g esttrigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé sur
K. Dans ce cas, le polynome caractéristique de sa restriction a F I'est aussi au vu du Lemme(1} [

Lemme 3. Soient f, g € Z(E). On suppose que f et g sont trigonalisables et commutent.
Alors, f et g ont un vecteur propre commun.

Démonstration. f est trigonalisable, donc f admet une valeur propre A € K (cf. premiére colonne
de la matrice de f dans une base de trigonalisation). Le sous-espace propre E, = Ker(f — 1idg)
est alors stable par g :

Vx€eE,, (f —Aidg)(g(x)) = g((f — Aidg) (x))
car f, g et Aid; commutent. Ainsi,
Vx€eE,, (f-Aidg)(gx)) =0

Par le Lemme 2} la restriction de g a E, est trigonalisable. Donc, gz, admet un vecteur propre
x € E, qui est, par construction, un vecteur propre commun a f et g. ]
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Théoréme 4 (Trigonalisation simultanée). Soient f, g € £ (E). On suppose que f et g sont
trigonalisables et commutent. Alors, il existe une base de trigonalisation commune de f et

8.

Démonstration. On va procéder par récurrence sur 7.
— Sin =1 :c'est évident.

— Supposons le résultat vrai au rang n — 1. Pour tout ¢ € E*,

(fo'g)@) ="flpog)
=¢pogef
=¢pofeg
=(g°"N)
ie. ‘f'g ='f'g. De plus, ’f et ' g sont trigonalisables (car possédent les mémes polyndmes
caractéristiques que f et g). Par le Lemmeappliqué a'fet’g, il existe un vecteur propre

w € E* commun a ces deux endomorphismes. Le sous-espace vectoriel Vect(y) est ainsi
stable par ' f et ' g. Notons

H =Vect(y)® ={x € E|w(x) =0} = Ker(y)

c'est un hyperplan de E (donc de dimension n — 1), qui est de plus stable par f et g. En effet,
en notant A € K la valeur propre de f associée a ¢, ona:

VxeH, w(f(x) = "Fly)x) = Ay (x) =0

et un méme calcul montre la stabilité par g. D’apres 'hypothese de récurrence appliquée
aux endomorphismes induits f|;; et gy, on obtient une base 9%, de H de cotrigonalisation
pour fi et gy. On la compleéte en une base quelconque 28 de E, dans laquelle on obtient

% %

Mat(f,y, By) Mat(g g, By)

Mat(f, B) = et Mat(g, %) =

0 0 = 0 0 =

ou Mat(fy, By) et Mat(gy, %By) sont triangulaires supérieures d’ordre n — 1.
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